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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Знание свойств веществ при высоких температурах и
давлениях необходимо при изучении процессов, протекающих в ударных волнах, нед-
рах звёзд, атмосферах планет-гигантов и других космических объектах. Кроме того, та-
кие экстремальные состояния могут возникать при ядерных взрывах и в экспериментах
по ударному сжатию. Для предсказания поведения материалов в подобных условиях
нужно знать их уравнения состояния, структуру и транспортные свойства. Особый ин-
терес представляют пороговые энергии и константы скоростей химических и ядерных
реакций, необходимые при изучении процессов горения, детонации, термоядерного
синтеза при высоких давлениях.

Кроме того, электроны в металлах, электроны и дырки в полупроводниках да-
же при «нормальных» температурах и давлениях могут демонстрировать поведение,
в значительной степени подобное плазменным средам в экстремальных состояниях.
Изучение их свойств и, в частности, электропроводности, играет огромную роль в фи-
зике твёрдого тела и электронике.

Однако при исследовании веществ в экстремальных условиях возникают опре-
делённые трудности. Во-первых, эксперимент в этом случае является сложным и до-
рогостоящим мероприятием, требующим применения мощных лазеров, взрывов, уско-
рителей частиц; зачастую он вовсе неосуществим при современном развитии науки и
техники. Во-вторых, такие системы в большинстве случаев являются квантовыми и
сильнонеидеальными, так что различные аналитические подходы и модели, основан-
ные на теории возмущений, неприменимы в виду отсутствия физических параметров
малости. Поэтому при исследовании таких систем на первое место выходит числен-
ное моделирование, позволяющее проводить расчёты различных термодинамических
и кинетических свойств кулоновских систем, исходя из первых принципов.

Одними из наиболеемощных численных подходов к моделированию сильноне-
идеальных квантовых систем являются методы Монте Карло, основанные на интегра-
лах по траекториям (методы PIMC). Стандартные подходы используют представление
статистической суммы и термодинамических величин в виде интегралов по путям в ко-
ординатном пространстве. Однако они не позволяют проводить вычисления средних
значений произвольных квантовых операторов, зависящих от импульсов и координат
частиц. Тем более эти методы не могут быть использованы для расчёта кинетических
и транспортных свойств вещества. Помимо этого, при моделировании вырожденных
плазменных сред стандартными методами PIMC возникает известная уже на протя-
жении нескольких десятилетий «фермионная проблема знака», сильно затрудняющая
численный расчёт.
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Таким образом, разработка численных методов PIMC, позволяющих рассчиты-
вать как термодинамические, так и кинетические свойства сильнонеидеальных кван-
товых кулоновских систем, является вполне актуальной.

Целью данной работы является разработка новых численных методов, позво-
ляющих рассчитывать как термодинамические, так и кинетические свойства сильноне-
идеальных кулоновских систем частиц, подчиняющихся статистике Ферми-Дирака.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие за-
дачи:

1. Получить представление функции Вигнера для нерелятивистской системы
заряженных частиц в условиях термодинамического равновесия, пригодное
для непосредственных численных расчётов.

2. Найти способ для преодоления «фермионной проблемы знака» при расчёте
равновесной функции Вигнера.

3. Разработать численные методы, позволяющие рассчитывать термодинами-
ческие величины, средние значения квантовых операторов, парные корре-
ляционные функции, а также функции распределения по импульсам для
сильнонеидеальных квантовых многочастичных фермионных систем.

4. Реализовать разработанные численные методы в виде программного кода
и провести ряд тестовых расчётов.

5. Провести расчёт термодинамических и кинетических свойств водородной
плазмы в условиях сильной неидеальности и умеренного вырождения и со-
поставить результаты с имеющимися в литературе данными.

6. Провести аналогичные расчёты для модели электрон-дырочной плазмы в
полупроводниках и изучить влияние отношения массы дырки к массе элек-
трона на функции распределения по импульсам.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Представление функции Вигнера для (N,V,T )-ансамбля в виде преобразо-

вания Фурье от матрицы плотности, выраженной в виде интеграла по тра-
екториям.

2. Явные выражения для функции Вигнера в виде интеграла по траекториям в
«линейном» и «гармоническом» приближениях и их границы применимости.

3. Эффективный псевдопотенциал в фазовом пространстве, описывающий
обменное взаимодействие между бозонами.

4. Эффективный псевдопотенциал в фазовом пространстве, реализующий
принцип Паули для фермионов при умеренном вырождении.

5. Справедливость распределения Ферми при описании водородной плазмы в
широкой области состояний.
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6. Отличие асимптотического поведения электронного распределения по им-
пульсу в водородной плазме от фермиевского в условиях образования свя-
занных состояний.

7. Отличие функций распределения по импульсам электронов и дырок от рас-
пределений Ферми в электрон-дырочной плазме при отношении mh/me по-
рядка нескольких единиц.

8. Аппроксимации асимптотики функций распределения по импульсам в
электрон-дырочной плазме в виде суммы распределения Ферми и функций
a/p8 и a/p8e−bp2

Научная новизна:
1. Впервые было получено представление функции Вигнера для каноническо-

го (N,V,T )-ансамбля в виде интеграла по траекториям.
2. Впервые эффекты статистики Ферми удалось учесть с помощью парного

псевдопотенциала в фазовом пространстве, реализующего принцип Паули.
3. Впервые для учёта эффектов статистики Бозе-Эйнштейна был предложен

парный псевдопотенциал в фазовом пространстве, реализующий эффек-
тивное притяжение тождественных бозонов.

4. Были разработаны новые квантовые методы Монте-Карло, позволяющие
рассчитывать для неидеальных многочастичных систем фермионов сред-
ние значения произвольных квантовых операторов, парные корреляцион-
ные функции и функции распределения по импульсам.

5. Проведён анализ влияния квантовых эффектов на функции распределе-
ния по импульсам протонов и электронов в сильнонеидеальной водородной
плазме с умеренным вырождением.

6. Впервые исследовано влияние квантовых эффектов на функции распреде-
ления по импульсам электронов и дырок в модели электрон-дырочной плаз-
мы при изменении отношения массы дырки к массе электрона.

Практическая значимость
1. Полученное в работе представление функции Вигнера в виде интеграла по

траекториям может быть полезным как для численного моделирования, так
и для аналитического исследования функции Вигнера в квазиклассическом
пределе и её асимптотического поведения.

2. Предложенный в работе обменный псевдопотенциал позволяет в ряде слу-
чаев избежать «фермионной проблемы знака» и более эффективно иссле-
довать сильнонеидеальные вырожденные фермионные системы.

3. Учёт обменного взамодействия бозонов и фермионов в виде псевдопотен-
циалов позволяет существенно сократить время расчёта по сравнению с из-
вестными методами (RPIMC, DPIMC, CPIMC, PB-PIMC) в условиях слабого
и умеренного вырождения.
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4. В работе детально описаны численные методыSMPIMC, LAPIMC иHAPIMC.
Эта информация может быть полезной при проведении расчётов указанны-
ми методами, а также при усовершенствовании этих методов.

5. В работе были рассчитаны энергия, давление и парные корреляционные
функции в сильнонеидеальной водородной плазме при параметрах неиде-
альности 0.4 ≤ Γ ≤ 2.0 и вырождения 0.3 ≤ χe ≤ 5.0. Эти данные необходи-
мы для построения уравнения состояния и изучения структуры водородной
плазмы в указанной области состояний и могут быть использованы для про-
верки других независимых расчётов.

6. В работе были исследованы равновесные функции распределения по им-
пульсам в сильнонеидеальных двухкомпонентных кулоновских системах.
Эти данные могут быть использованы для расчёта пороговых энергий и кон-
стант скоростей реакций в плазменных средах, что необходимо при изуче-
нии процессов горения, детонации и ядерного синтеза при высоких давле-
ниях.

Достоверность полученных результатов обеспечивается:
1. Соответствием результатов тестовых расчётов формальных термодинами-

ческих свойств одночастичных систем с результатами численного решения
исходных уравнений квантовой механики.

2. Качественным и количественным согласием результатов расчёта энергии,
давления и парных корреляционных функций в водородной плазме с ре-
зультатами, полученными другими авторами.

3. Качественным согласием результатов расчёта функций распределения по
импульсам в водородной плазме с результатами, полученными другими ав-
торами для слабонеидеальной плазмы методами теории возмущений.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на II Все-
российской конференции «Современные проблемы физики плазмы и физической
электроники» (Россия, Махачкала, 2015), XLII Международной Звенигородской конфе-
ренции по физике плазмы и управляемому термоядерному синтезу (Россия, Звени-
город, 2015), Scientific-Coordination Workshop on «Non-Ideal Plasma Physics» (Russia,
Moscow, 2015), 15th International Conference on the Physics of Non-Ideal Plasmas
(Kazakhstan, Almaty, 2015), XLIII Международной Звенигородской конференции по фи-
зике плазмы и управляемому термоядерному синтезу (Россия, Звенигород, 2016), 2nd
International Conference and Exhibition on Mesoscopic and Condensed Matter Physics
(USA, Chicago, 2016), 59-й научной конференции МФТИ (Россия, Москва, 2016),
Scientific-Coordination Session on «Non-Ideal Plasma Physics» (Russia, Moscow, 2016),
XXXI International Conference on Equations of State for Matter (Russia, Elbrus, 2016), XLIV
Международной Звенигородской конференции по физике плазмы и управляемому тер-
моядерному синтезу (Россия, Звенигород, 2017), Interaction of Intense Energy Fluxes
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with Matter (Russia, Elbrus, 2017), Strongly Coupled Coulomb Systems (Germany, Kiel,
2017), Scientific-Coordination Session on «Non-Ideal Plasma Physics» (Russia, Moscow,
2017).

Личный вклад. Автор принимал непосредственное участие в разработке тео-
ретического формализма и численных методов, описанных в работе. Программный
код для методов SMPIMC и HAPIMC был написан автором лично. Расчёты этими ме-
тодами были проведены и обработаны автором лично. Расчётыметодом LAPIMC были
обработаны при непосредственном участии автора. Подготовка к публикации получен-
ных результатов проводилась совместно с соавторами, причём вклад диссертанта был
определяющим.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 9 печат-
ных изданиях [1—9], рекомендованных ВАК.

Структура и объём работы. Диссертация состоит из введения, обзора лите-
ратуры, четырех глав и заключения. Полный объем диссертации составляет 122 стра-
ницы текста с 32 рисунками и 4 таблицами. Список литературы содержит 56 наимено-
ваний.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, формулируется
цель, задачи и основные положения, выносимые на защиту. Отражается новизна, на-
учная и практическая значимость работы. Приводится список конференций и публика-
ций, где докладывались основные результаты работы.

Обзор литературы состоит из трёх разделов.
В первом разделе рассматривается общая задача расчёта термодинамических

свойств квантового (N,V,T)-ансамбля. Отмечается ряд трудностей, связанных с неком-
мутативностью операторов кинетической и потенциальной энергии. Их можно преодо-
леть, представляя статистическую сумму Z(N,V,T ) и термодинамические величины в
виде интегралов по траекториям [10]. При этом каждая частица описывается непре-
рывной траекторией q(t) и, таким образом, делокализована в области порядка «тепло-
вой» длины волны Де Бройля λ =

√
2πℏ
mkT

.
Во втором разделе рассматриваются численные методы PIMC (Path Integral

Monte Carlo), основанные на интегралах по траекториям. Кратко излагается общая
идея этих методов. Обсуждается «фермионная проблема знака», возникающая при
численном моделировании вырожденных фермионных систем из-за быстрых осцил-
ляций подынтегрального выражения. Даётся краткий обзор существующих методов
PIMC для расчёта термодинамических свойств неидеальных фермионных систем и
рассматриваются их возможности и недостатки.

7



В третьем разделе кратко рассматривается вигнеровская формулировка кван-
товой механики. Её основным преимуществом является непосредственная работа в
фазовом (p,q)-пространстве и возможность прямого расчёта функций распределения
по импульсам и координатами, а также средних значений операторов. Даётся общее
определение функции Вигнера и раскрывается её смысл как квантового аналога клас-
сического распределения в фазовом пространстве. Приводится краткий обзор прило-
жений вигнеровского формализма к задачам квантовой механики и статистики.

В первой главе рассматривается формализм, являющийся теоретическим ос-
нованием для разрабатываемых численных методов. Глава состоит из пяти разделов.

В разделе 1.1 приводятся необходимые сведения из квантовой статистики [11;
12]. Рассматривается наиболее общий квантовый ансамбль и даётся определение
функции Вигнера W (p,q) для него:

W (p,q) =

∫
dξei(pξ)/ℏρ(q − ξ/2, q + ξ/2), (1)

где ρ(q,q′)— координатная матрица плотности. Среднее значение оператора Â может
быть вычислено по формуле:

⟨Â⟩ =
∫

dpdqW (p,q)A(p,q), (2)

где функция ВигнераW (p,q) является квантовым аналогом классической функции рас-
пределения в фазовом пространстве, а символ Вейля оператора A(p,q) — аналог
усредняемой физической величины:

A(p,q) =
1

(2πℏ)S

∫
dse−i(sq)/ℏ⟨p− s/2|Â|p+ s/2⟩. (3)

Следует отметить, что функцию Вигнера нельзя интерпретировать как вероятность на-
хождения системы в данной точке фазового пространства, поскольку она может при-
нимать отрицательные значения.

В разделе 1.2 выводится представление функции Вигнера (N,V,T)-ансамбля
в виде интеграла по траекториям для фермионной или бозонной системы. Для этого
статистический оператор ρ̂ = e−βĤ , где β = 1/kT , представляется в виде произве-
дения M «высокотемпературных» операторов: e− β

M
Ĥ · · · · · e− β

M
Ĥ . Затем между этими

операторами вставляются полные наборы состояний с определёнными координатами:
1 =

∫
dq|q⟩⟨q|. Наконец, совершается переход к пределуM → ∞. В результате получа-

ется представление функции Вигнера для (N,V,T )-ансамбля в виде преобразования
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Фурье от интеграла по траекториям:

W (p,q) = Z(N,V,T )−1
∑
σ

∑
Pσ

(±1)Pσ

∫
dξ

∫
z(0)=z(1)=0

Dz(τ) exp
{∑

a,σ

iρa,σξa,σ−

−
∑
a,σ

π [Pσ(qa,σ/λ+ ξa,σ/2)− (qa,σ/λ− ξa,σ/2)]
2 −

∑
a,σ

∫ 1

0

dτπ_z2a,σ(τ)−

−
∫ 1

0

dτβU(q(τ))

}
. (4)

Суммирование
∑

a,σ ведётся по всем частицам с данным значением проекции спина
σ. Pσ обозначает перестановку частиц с одинаковым σ. Символ ρa обозначает комби-
нацию импульса и тепловой длины волны paλ/ℏ. Выражение (4) само по себе непри-
годно для расчётов на ЭВМ. Причина состоит в том, что 3N -мерное Фурье в общем
случае невозможно выполнить ни аналитически из-за члена с потенциальным взаимо-
действием, ни численно из-за большой размерности. В работе предлагается два под-
хода, позволяющих упростить эту формулу и сделать её пригодной для практического
использования.

В разделе 1.3 описывается «одноимпульсный» подход, позволяющий свести
3N -мерное преобразование Фурье в формуле (4) к трёхмерному или одномерному.
Для этого рассматривается широкий класс операторов, распадающихся на сумму од-
ночастичных операторов, зависящих от импульсов, и произвольной координатной ча-
сти:

T̂ =
N∑
a=1

a(p̂a) +B(q̂1, q̂2, . . . , q̂N). (5)

Многие важные в термодинамике величины принадлежат к этому классу: кинетическая
и потенциальная энергии, вириал сил и т.д. Для вычисления средних значений таких
операторов, а также функций распределения по импульсам и координатам можно ис-
пользовать «одноимпульсную» функцию Вигнера:

WSM(p;q1,q2, . . . ,qN) =

∫
dp2, . . . , dpNW (p,q), p = p1. (6)

Функция WSM получается в результате трёхмерного преобразования Фурье от «од-
ноимпульсной» матрицы плотности ρSM (ξ;q1,q2, . . . ,qN), определяемой как ⟨q −
ξ/2|e−βĤ |q + ξ/2⟩ при ξ = ξ1, ξ2 = · · · = ξN = 0. Если интересоваться физическими вели-
чинами и распределениями, зависящими от абсолютных значений импульсов, можно
упростить задачу ещё больше, сведя её к одномерному синусному преобразованию.
В результате «одноимпульсная» функция Вигнера может быть получена с помощью
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трёхмерного или одномерного преобразования Фурье от интеграла по траекториям:

ρSM (ξ; q) =

∫
z(0)=z(1)=0

Dz(τ)

[∏
σ

Dσ (ξ; q)

]
×

× exp
{
−
∑
a,σ

∫ 1

0

dτπ_z2a,σ(τ)−
∫ 1

0

dτβU(q(τ))

}
. (7)

Обменное взаимодействие фермионов учитывается с помощью детерминантов от
матриц перестановок:

Dσ (ξ; q) = det
∣∣∣∣exp{ π

λ2

[
(qa,σ + ξa,σ/2)

2 − (qb,σ − ξb,σ/2)
2
]}∣∣∣∣. (8)

Здесь a,σ и b,σ обозначают номера частиц с заданной проекцией спина, причём ξa и ξb

равны нулю при a ̸= 1 и b ̸= 1 соответственно.
В разделе 1.4 описываются «линейное» и «гармоническое» приближения для

функции Вигнера, основанные на разложении потенциальной энергии в ряд Тейло-
ра по переменным ξa. Это позволяет свести многомерное преобразование Фурье в
формуле (4) к аналитическому вычислению гауссовых интегралов. Функция Вигнера в
«гармоническом» приближении:

WHA(p,q) = Z(β,V )−1

∫
z(0)=z(1)=0

Dz(τ)det
∣∣χ−1

ai,bj

∣∣1/2 exp {−πK − πP}×

× exp

{
− 1

4π
ρa,iχ

−1
a,i;b,jρb,j − β

∑
a>b

ṽab + πJa,iχ
−1
a,i;b,jJb,j

}
cos

{
ρa,iχ

−1
ai,bjJb,j

}
. (9)

Здесь a и b обозначают номера частиц, i и j — номера координат (x,y,z), по повторяю-
щимся индексам выполняется суммирование. Спиновые переменные не указаны для
краткости. Функционалы K, P , J , χ−1 зависят от траекторий z(τ) и координат q:

K[z(τ)] =

∫ 1

0

dτ ża,i(τ)ża,i(τ), P [q,z(τ)] =
β

π

∫ 1

0

dτU (q + λz(τ)) ,

Ja,i[q,z(τ)] =
βλ

2π

∫ 1

0

dτ(τ − 1/2)
∂U(q + λz(τ))

∂qa,i
,

χa,i;b,j[q,z(τ)] = δa,bδi,j +
βλ2

2π

∫ β

0

dτ(τ − 1/2)2
∂2U(q + λz(τ))

∂qa,i∂qb,j
. (10)

Выражения (9), (10) допускают следующую физическую интерпретацию. Каждая ча-
стица представляется семейством траекторий (p,q(τ)) и имеет эффективный размер
порядка λ. Функционал K определяет форму и размеры этих траекторий. Функционал
P описывает потенциальное взаимодействие частиц с учётом их нелокальности. Квад-
ратичная форма ρχ−1ρ определяет распределение Максвелла, модифицированное за
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счёт квантовых поправок от потенциального взаимодействия. Множитель с косинусом
делает функцию Вигнера знакопеременной, что отражает интерференцию между раз-
личными квантовой состояниями. Обменное взаимодействие тождественных частиц
учитывается с помощью эффективных парных псевдопотенциалов ṽab, зависящих от
импульсов и координат. Функция Вигнера в «линейном» приближении WLA(p,q) отли-
чается от (9) лишь заменой χ на единичную матрицу. В разделе также обсуждается
применимость «линейного» и «гармонического» приближений для описания различ-
ных систем. В частности, данный подход применим для достаточно сильно ионизован-
ных систем, когда вклад связанных состояний (атомов, молекулярных ионов, класте-
ров) мал.

В разделе 1.5 выводятся эффективные псевдопотенциалы в фазовом (p,q)-
пространстве, учитывающие обменное взаимодействие тождественных частиц в рам-
ках «линейного» и «гармонического» приближений. Для этого анализируются вклады
различных перестановок в функцию Вигнера. При слабом и умеренном вырождении
наиболее существенны парные перестановки. Когда импульсы и координаты каких-
либо двух частиц практически совпадают, этот вклад оказывается численно очень
большим. В случае фермионов эта проблема проявляется особенно остро, так как
функция Вигнера оказывается сильно осциллирующей. Это приводит к «фермионной
проблеме знака» в численных расчётах. Для преодоления этой трудности фазовое
(p,q)-пространство рассматривается с точностью до малых ячеек со сторонами ∆p и
∆q соответственно. Функция Вигнера усредняется с характеристическими функциями,
близкими к единице внутри данной ячейки (p′,q′) и стремящимися к нулю за её преде-
лами:

W ′(p′,q′) =
1

(2πℏ)3N

∫
d3Npd3NqW (p,q)Φ(p1,q1;p′

1,q′
1). . .Φ(pN ,qN ;p′

N ,q′
N),

Φ(p,q;p′,q′) = exp
{
− π

∆p

(p− p′)2 −− π

∆q

(q− q′)2
}
. (11)

В идеальном случае обменное взаимодействие бозонов может быть учтено посред-
ством парного псевдопотенциала vBE,ab, зависящего от относительных импульсов и
координат частиц:

vBE,ab = − 1

β
ln
[
1 + δσaσb

exp
{
−(pa − pb)

2 (λ′)2

4πℏ2α2
− π

λ′2
(qa − qb)

2 − 3 lnα
}]

. (12)

Безразмерный параметр α следует выбирать так, чтобы численный расчёт функции
распределения по импульсам в широкой области состояний приводил к распределе-
нию Бозе. Бозонный псевдопотенциал (12) является притягивающим, что отражает
стремление бозонов находится в одном квантовом состоянии. Его типичный вид по-
казан на Рис. 1 слева. Обменное взаимодействие идеальных фермионов может быть
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учтено посредством парного псевдопотенциала vFD,ab:

vFD,ab = − 1

β
ln
[
1− δσaσb

exp
{
−(pa − pb)

2 (λ′)2

4πℏ2α2
− π

λ′2
(qa − qb)

2

}]
. (13)

Безразмерный параметр α подбирается так, чтобы численный расчёт функции рас-
пределения по импульсам в широкой области состояний приводил к распределению
Ферми. Фермионный псевдопотенциал (13) отражает принцип Паули, запрещающий
двум фермионам находиться в одном квантовом состоянии. Его типичный вид показан
на Рис. 1 справа.
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Рис. 1 — Бозонный (слева) и фермионный (справа) обменные псевдопотенциалы.

В неидеальном случае в «линейном» и «гармоническом» приближениях обмен-
ное взаимодействие также описывается парными псевдопотенциалами (12) и (13), ес-
ли заменить pa на p̃a:

p̃a = pa +
2πℏ
λ
J[q,z(τ)]. (14)

Во второй главе рассматриваются численные методы SMPIMC, LAPIMC и
HAPIMC. Глава состоит из трёх разделов.

В разделе 2.1 излагается основная идея вычисления методами Монте Карло
интегралов общего вида:

I =

∫
Ω
P (�x)f(�x)d�x

Q
, (15)

где Ω — область в многомерном пространстве, а Q — нормировочный множитель.
В отличие от численных подходов, вычисляющих интеграл на регулярной сетке, ме-
тоды Монте Карло оценивают подынтегральное выражение в некоторых случайных
точках Rm. При этом модуль весовой функции |P (�x)| интерпретируется как плотность
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вероятности, а средние величины вычисляются с весом signP (�x). Последователь-
ность случайных точек �x с распределением |P (�x)| получается с помощью алгоритма
Метрополиса-Гастингса [13].

В разделе 2.2 рассматривается численный метод SMPIMC (Single Momentum
Path Integral Monte Carlo), основанный на «одноимпульсном» подходе. Приводится
практический алгоритм Метрополиса-Гастингса для вычисления «одноимпульсной»
функции Вигнера, а также процедура расчёта средних значений операторов и функ-
ций распределения.

В разделе 2.3 рассматриваются численные методы LAPIMC (Linear
Approximation Path Integral Monte Carlo) и HAPIMC (Harmonic Approximation Path
Integral Monte Carlo), основанные на «линейном» и «гармоническом» приближениях
соответственно. Приводятся практические алгоритмы Метрополиса-Гастингса для
расчёта функции Вигнера, а также процедура расчёта средних значений операторов
и функций распределения.

В третьей главе представлены результаты расчётов термодинамических
свойств некоторых модельных систем для тестирования методов SMPIMC, LAPIMC
и HAPIMC. Глава состоит из двух разделов.

В разделе 3.1 рассматриваются простейшие квантовомеханические систе-
мы, состоящие из одной частицы во внешнем потенциальном поле. В разделе пред-
ставлены результаты расчёта некоторых термодинамических величин и распреде-
лений для различных одномерных и трёхмерных потенциалов: степенных потенци-
алов V2−4 = ax2 + cx4, V3−4 = bx3 + cx4 и «обрезанных» кулоновских потенциалов
VSCC = −e2/

√
a20 + x2. Результаты расчёта средних значений операторов Ĥ, Ĥ2 и т.д.

сравниваются с результатами «эталонных» методов PIMC для статистической суммы.
Кроме того, функции распределения по импульсам и координатам при T → 0 сопостав-
ляются с численными решениями уравнения Шрёдингера для основного состояния си-
стемы. Можно сделать вывод, что методы SMPIMC и HAPIMC моделируют термоди-
намические свойства рассмотренных систем с большой точностью в широком диапа-
зоне температур, практически до достижения основного состояния. При дальнейшем
уменьшении температурыметодHAPIMC перестаёт работать, так как матрица χ из (10)
перестаёт быть положительно определённой. В случае кулоновского взаимодействия
система должна быть сильноионизованной.

В разделе 3.2 рассматривается идеальный газ, состоящий из фермионов со
спином 1/2. Хотя потенциальное взаимодействие в такой системе отсутствует, об-
менные эффекты существенным образом влияют на её свойства. Термодинамические
свойства идеального фермионного газа характеризуются безразмерным параметром
вырождения χ = nλ3. Идеальный фермионный газ является удобной системой для
проверки правильности учёта обменного взаимодействия в численных методах.
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Во-первых, было проведено моделирование идеального фермионного газа ме-
тодом SMPIMC для проверки правильности учёта обменного взаимодействия. При вы-
рождении χ ≤ 3 метод SMPIMC воспроизводит распределение Ферми с ошибкой по-
рядка 1% на «хвосте». С ростом вырождения точность расчёта падает: при χ ≈ 5 эта
ошибка составляет уже 10%, а при χ ≈ 7— более 20%. Причиной этого являются пери-
одические граничные условия при малых размерах расчётной ячейки (порядка 0.5λ),
сильно влияющие на численное преобразование Фурье. Наиболее чувствителен к пе-
риодическим граничным условиям «хвост» функции, в то время как интегрально зна-
чимая область совпадает с распределением Ферми и при больших вырождениях. В
частности, средняя кинетическая энергия рассчитывается с хорошей точностью при
χ ≈ 10.

Во-вторых, было проведено моделирование двухкомпонентного идеального
газа методом LAPIMC для проверки фермионного обменного псевдопотенциала (13).
По результатам расчётов при умеренных вырождениях (1 ≤ χ ≤ 10) для параметра
αs была определена полуэмпирическая зависимость α2

s = 0.00505+ 0.056nλ3
s. На Рис. 2

представлены результаты расчёта функций распределения по импульсам при отно-
шении масс компонент mh/me = 2. При χe = 5.67, χh = 2.00 распределение Ферми по-
лучается с хорошей точностью. При χe = 10.00, χh = 3.54 согласие численного расчёта
с теорией значительно хуже, что связано с влиянием периодических граничных усло-
вий и некорректным учётом тройных и высших перестановок парным псевдопотенци-
алом. В целом псевдопотенциал (13) правильно учитывает обменное взаимодействие
при умеренных вырождениях (χ ≤ 5). При этом методы LAPIMC и HAPIMC гораздо
менее требовательны к вычислительным ресурсам, чем методы типа DPIMC [14] или
SMPIMC, учитывающие обменное взаимодействие при помощи детерминантов.

Рис. 2 — Функции распределения по импульсам двухкомпонентного идеального газа.
(1) — компонента с массой me, (2) — компонента с массой mh = 2me. Слева —

χe = 5.67, χh = 2.00; справа — χe = 10.0, χh = 3.54. Линии с символами — LAPIMC, без
символов — распределение Ферми.
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В четвертой главе представлены результаты расчёта термодинамических
свойств сильнонеидеальных кулоновских систем на примере водородной и электрон-
дырочной плазмы. Глава состоит из четырёх разделов.

В разделе 4.1 с общей точки зрения рассматриваются двухкомпонентные ку-
лоновские системы, состоящие из фермионов со спином s = 1/2. Частицы первого
сорта (электроны) обладают зарядом −e и массой me, а частицы второго сорта (про-
тоны или дырки) — зарядом +e и массой mh. Предполагается электронейтральность
системы в целом: Ne = Nh. В случае водородной плазмы mh ≈ 1836me. В случае
электрон-дырочной плазмы рассматривается упрощённая модель, в которой mh со-
ставляет порядка нескольких me; при этом игнорируются диэлектрические свойства
среды: ϵ = 1. Для описания термодинамического состояния кулоновских систем удоб-
но использовать безразмерные комбинации характерных масштабов: параметры вы-
рождения электронов χe = neλ

3
e и протонов χh = neλ

3
h, а также параметр неидеаль-

ности Γ = e2

dkT
(d — радиус Вигнера-Зейца). В работе рассмотрена область состояний

0.8 ≤ Γ ≤ 2.0 и 0.3 ≤ χe ≤ 5.0, в которой система представляет собой сильноионизо-
ванную плазму.

В разделе 4.2 представлены результаты расчёта функций распределения
по импульсам F (|p|) в водородной и электрон-дырочной плазме. Расчёты методом
SMPIMC показывают, что при вычислении термодинамических величин, нечувстви-
тельных к поведению F (|p|) при больших импульсах (давление, внутренняя энергия
и т.п.), можно использовать распределение Ферми. С помощью методов LAPIMC и
HAPIMC обнаруживается нетривиальное асимптотическое поведение F (|p|). На Рис. 3
показаны электронные и протонные распределения в слабовырожденной водород-
ной плазме. Причина возникновения медленно убывающего «хвоста» состоит, по-
видимому, в образовании небольшой доли связанных состояний (атомов, молекуляр-
ных ионов и т.д.), которые несколько ограничивают доступный электрону объём. В силу
принципа Гейзенберга это приводит к росту неопределённости в его импульсе и, соот-
ветственно, к увеличению доли частиц с большими значениями импульса. Аналогич-
ное поведение F (|p|) наблюдается в умеренно вырожденной электрон-дырочной плаз-
ме, причём как для электронов, так и для дырок (Рис. 4). При увеличенииmh электрон-
ные «хвосты» становятся более выраженными, так как тяжёлые дырки локализуются
в пространстве и эффективнее связывают электроны. При относительно малых им-
пульсах соответствующие распределения являются фермиевскими, в «переходной»
области они могут быть аппроксимированы суммой распределения Ферми и степен-
ной функции a/p8, а при ещё больших импульсах — суммой распределения Ферми и
функции a/p8e−bp2. Качественно эти аппроксимации согласуются с аналитическими ре-
зультатами, полученными для слабонеидеальной плазмы в работах [15] и [16; 17].

В разделе 4.3 представлены результаты расчёта внутренней энергии и дав-
ления в водородной плазме при 0.8 ≤ Γ ≤ 2.0, 0.3 ≤ χe ≤ 5.0. Результаты в пределах
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Рис. 3 — Функции распределения по импульсам электронов (слева) и протонов
(справа) в водородной плазме при Γ = 0.4, 0.9, 1.1, 1.2 и χe = 0.3. Сплошные линии —

распределение Ферми, пунктирные линии — HAPIMC.

статистических ошибок согласуются с расчётами, выполненными методом DPIMC [14],
и могут быть использованы для уточнения уравнения состояния в рассматриваемой
области параметров.

В разделе 4.4 представлены результаты расчёта парных корреляционных
функций gee(r), gpp(r) и gep(r) в водородной плазме, определяющих вероятности об-
наружить частицы соответсвующих сортов на расстоянии r друг от друга. Во-первых,
подтверждается сильная ионизация плазмы, особенно при больших плотностях (эф-
фект Мотта, или ионизация давлением). Во-вторых, наблюдается образование моле-
кулярных ионов H+

2 при Γ ≈ 2 и χe ≤ 1, что следует из локального максимума протон-
протонной функции gpp [18]. В-третьих, при Γ ≥ 1.0 и χe ≤ 1.0 в плазме присутствуют
атомы водорода, что следует из локального максимума функции gepr

2 [18]. Следует
отметить, что одновременно с этим наблюдаются отчётливые «хвосты» электронных
распределений по импульсам, что косвенно подтверждает роль связанных состояний
в их образовании.

В заключении приведены основные результаты работы, которые заключаются
в следующем:

1. Получено представление функции Вигнера для (N,V,T )-ансамбля в виде
преобразования Фурье от матрицы плотности, выраженной в виде интегра-
ла по траекториям.

2. Получены явные выражения для функции Вигнера в виде интеграла по тра-
екториям в «линейном» и «гармоническом» приближениях и исследованы
их границы применимости.

3. Предложен эффективный псевдопотенциал в фазовом пространстве, учи-
тывающий обменное взаимодействие бозонов.
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Рис. 4 — Функции распределения по импульсам в электрон-дырочной плазме при
χe = 4, Γ = 0.5 и mh/me = 2 (слева), mh/me = 5 (справа). IFG — распределение Ферми,

IBG — распределение Максвелла, [1] — аппроксимация IFG + a/p8, [2] —
аппроксимация IFG + a/p8e−bp2.

4. Предложен эффективный псевдопотенциал в фазовом пространстве, яв-
но реализующий принцип Паули и описывающий обменное взаимодействие
при χ ≤ 10.

5. Разработаны, реализованы и отлажены численные методы SMPIMC,
LAPIMC и HAPIMC, позволяющие расчитывать средние значения квантовых
операторов, парные корреляционные функции, а также функции распреде-
ления по импульсам для сильнонеидеальных квантовых системфермионов.

6. Исследованы функции распределения по импульсам, полная внутренняя
энергия и парные корреляционные функции в сильнонеидеальной водород-
ной плазме при слабом и умеренном вырождении.

7. Показано, что распределения по импульсам электронов в сильнонеидеаль-
ной водородной плазме с большой точностью описываются распределени-
ям Ферми. Однако асимптотическое поведение электронного распределе-
ния в водородной плазме отличается от фермиевского и проявляется в ви-
де медленно затухающего «хвоста», связанного с образованием связанных
состояний.

8. Показано, что функции распределения по импульсам электронов и дырок в
электрон-дырочной плазме отличаются от соответствующих распределений
Ферми при отношении mh/me порядка нескольких единиц асимптотическим
поведением, аппроксимируемым функциями a/p8 и a/p8e−bp2.
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