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Введение

Актуальность темы исследования. Неидеальная плазма и разогретое

плотное вещество (warm dense matter) интенсивно исследуется во всем мире как

экспериментально, так и теоретически. Неидеальная плазма — это экстремаль

ное состояние вещества при высоких температурах и давлениях, для которого

существующие теоретические модели твердого тела, жидкости, идеального газа

и плазмы оказываются неприменимыми. Основным препятствием для примене

ния этих моделей является сильная неидеальность среды, то есть существенная

роль взаимодействий частиц (средняя потенциальная энергия межчастичного

взаимодействия сравнима или превышает кинетическую энергию теплового дви

жения). Поскольку вещество в данных условиях, как правило, является частич

но или полностью ионизованным, необходимо явно учитывать взаимодействие

между заряженным электронами и ионами, что представляет особую сложность

для создания теоретических моделей. Кроме того, вне зависимости от способа

создания, состояние неидеальной плазмы, как правило, является неравновес

ным, поэтому особое значение имеет исследование релаксационных процессов.

Таким образом, построение и применение теоретических методов исследования

неидеальной плазмы, в том числе основанных на компьютерном моделирова

нии, представляется актуальной задачей.

Неидеальная плазма образуется при электровзрыве проводников [1], в при

катодной области высоковольтных разрядов [2], на стенках ускорителей под воз

действием сильных электромагнитных полей, в твердых телах и металлических

кластерах под действием лазерных импульсов или мощных пучков частиц [3–5]

в ударно-волновых экспериментах [6–12] и др. Термодинамические и релакса

ционные параметры неидеальной плазмы также необходимы для построения

моделей инерционного термоядерного синтеза, поведения астрофизических объ

ектов (белые карлики, внутреннее строение гигантских планет), диагностики ве
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щества посредством рентгеновского томсоновского рассеяния [13,14]. Наиболее

простым примером неидедеальной плазмы является система протонов и элек

тронов (водородная плазма), неидеальность которой наблюдается при плотно

стях порядка 1021 см−3 и температурах порядка 104 К. Однако даже для такой

системы существуют расхождения теоретических моделей, например, в описа

нии ударной адиабаты или изоэнтропы при высоких давлениях [6, 11,15].

Неидеальность плазмы обуславливает ряд общих специфических эффек

тов, таких как изменение характера дебаевского экранирования и усиление роли

столкновительных процессов. В то время как для идеальной плазмы существу

ют достаточно точные теоретические модели, предсказывающие термодинами

ческие и релаксационные параметры, неидеальные системы с кулоновским взаи

модействием исследованы сравнительно мало. Знание плазменных параметров

требуется, в частности, для построения континуальных (гидродинамических,

кинетических) моделей среды с учетом эффектов неидеальности, чем опреде

ляется актуальность настоящей работы для инженерных приложений и фунда

ментальных исследований в других областях.

Компьютерное моделирование является необходимым этапом теоретиче

ского изучения свойств неидеальной плазмы и плотного разогретого веществ.

Моделирование может быть использовано для получения уравнения состояния

вещества и динамических функций, таких как, оптическая отражательная спо

собность вещества, проводимость и динамический структурный фактор. Релак

сационные процессы представляют интерес для описания плазменной динамики

при взаимодействии с лазерным импульсом или пучком частиц.

Большое количество результатов для неидеальной плазмы было получено

методом классической молекулярной динамики (МД), основанной на численном

решении уравнений движения электронов и ионов с заданным потенциалом вза

имодействия [16–22]. Наиболее распространенными методами моделирования,

позволяющими с большей точностью учитывать квантовые эффекты, возникаю
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щие при высоких плотностях, являются методы квантовой молекулярной дина

мики (Quantum molecular dynamics, QMD) [23–25], основанные на теории функ

ционала плотности (Density functional theory, DFT) [26] и метод Монте-Карло в

терминах интегралов по траекториям (Path integral Monte-Carlo, PIMC) [27,28].

Методы теории функционала плотности дают хорошие результаты для низких

температур (ниже 104 К), в то время как PIMC используется в основном для вы

соких температур. Оба этих метода предъявляют высокие требования к вычис

лительным ресурсам и, соответственно, требуют больших объемов вычислений

для получения статистически достоверных данных. При этом QMD и PIMC, в

отличие от классической МД, не позволяют моделировать совместную динами

ку электронов и ионов, что необходимо для точного описания неравновесных

процессов.

Численные методы, требующие меньших вычислительных затрат, позволя

ющие моделировать динамику электронной подсистемы и способные учитывать

квантовые эффекты в моделируемом веществе, могут быть альтернативой тра

диционным методам функционала плотности и PIMC. Одним из таких методов

может быть метод молекулярной динамики с волновыми пакетами (МДВП).

Идея применения метода молекулярной динамики с волновыми пакетами

(МДВП) для моделирования неидеальной плазмы впервые была предложена

в работе [29]. Этот метод является расширением классической молекулярной

динамики. Он предполагает в своей основе получение квантово-механических

средних от наблюдаемых величин вдоль траектории некоторой параметризован

ной волновой функции электронов, зависящей от времени. Ионы при этом счи

таются классическими частицами. Существуют несколько вариаций метода: без

антисимметризации волновой функции (приближение Хартри) и с антисиммет

ризацией волновых пакетов для электронов с одинаковым спином (Unrestricted

Hartree–Fock) [30,31]. Также отдельно стоит выделить метод электронного сило

вого поля (Electron Force Field, eFF), основанный на приближенном учете обмен
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ного взаимодействия [32,33]. Этот подход рассматривается как универсальный

быстродействующий метод динамического описания электронной структуры.

Он применялся для расчета ряда молекулярных систем и плазмы водорода. Од

нако. в отличие от первопринципных вариантов МДВП, eFF включает большое

число подгоночных параметров и не позволяет предсказать точность получае

мых результатов.

Вычислительным преимуществом метода МДВП в сравнению с QMD и

PIMC является меньшая асимптотическая сложность метода O(N 2) и возмож

ность описывать электронную динамику. Метод МДВП с антисимметризацией

обладает более высокой сложностью O(N 4), но позволяет корректно учиты

вать связанные электроны в атомах и молекулах, в отличии от традиционного

подхода Хартри, который позволяет рассматривать только полностью ионизи

рованное вещество. Актуальность построения новых методов на основе МДВП

вызвана необходимостью более точно учета обменно-корреляционного взаимо

действия с сохранением быстродействия метода и возможности моделирования

неадиабатической динамики электронов и ионов.

Цели и задачи диссертационной работы: Основными целями работы

являются: разработка первопринципных методов атомистического моделирова

ния и их применение для изучения свойств неидеальной плазмы и плотного

разогретого вещества; создание гибридного подходах, основанного на методе

молекулярной динамики с волновыми пакетами и теории функционала плотно

сти для повышения точности моделируемых явлений; разработка алгоритма на

основе указанного гибридного метода; интеграция разработанного алгоритма в

существующие пакеты атомистического моделирования; создание эффективно

го параллельного алгоритма для выполнения расчетов на суперкомпьютерных

кластерах с графическими ускорителями; расчет равновесных и динамических

свойств неидеальной плазмы водорода и дейтерия в широком диапазоне темпе

ратур и плотностей.



8

Для достижения поставленных целей были решены следующие задачи:

• разработана модель неидеальной электрон-ионной плазмы, основанная на

представлении электронов в форме гауссовских волновых пакетов с уче

том обменно-корреляционного взаимодействия, выраженного через функ

ционал электронной плотности;

• исследована проблема неограниченного расплывания волновых пакетов со

временем в методе МДВП, предложено решение данной проблемы, осно

ванное на использовании отражающих граничных условий;

• исследовано влияние типа и параметров границ расчетной ячейки на ре

зультаты моделирования, предложены способы определения давления и

плотности пространственно-ограниченной плазмы с учетом возможной

неоднородности профиля электронной плотности внутри ячейки;

• предложен новый метод компьютерного моделирования неидеальной элек

трон-ионной плазмы, основанный на комбинации метода молекулярной ди

намики с волновыми пакетами и теории функционала плотности (МДВП

ФП);

• разработан алгоритм расчета обменно-корреляционного взаимодействия

на адаптивной пространственной сетке, существенно повышающий ско

рость проведения моделирования;

• выполнена интеграция алгоритма МДВП-ФП в пакет атомистического мо

делирования LAMMPS, обладающего высокой эффективностью распарал

леливания на суперкомпьютерных кластерах;

• проведена адаптация алгоритма расчета обменно-корреляционного взаи

модействия для использования на гибридных вычислительных системах,

содержащих графические ускорители;
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• проведено исследование быстродействия метода МДВП-ФП при расчете

на последовательных и параллельных вычислительных системах, опреде

лена зависимость времени расчета от числа частиц в системе, получена

эффективность распараллеливания и величины ускорения при использо

вании графических ускорителей;

• проведен расчет уравнения состояния и водородной плазмы в диапазоне

температур от 104 до 5 · 104 К и концентраций электронов от 1019 до

1024 см−3, результаты сопоставлены с имеющимися экспериментальным

данными и результатами компьютерного моделирования других авторов;

• проведен расчет ударной адиабаты дейтерия при давлениях до 350 ГПа,

определена максимальная степень сжатия дейтерия, рассчитаны бинар

ные корреляционные функции, проведен анализ упорядоченности атомов

в различных точках фазового пространства;

• разработан алгоритм для моделирования изоэнтропического сжатия с ис

пользованием метода МДВП-ФП, на его основе рассчитана изоэнтропа

сжатия дейтерия при плотностях до 15 г/см3 и давлениях до 3 · 104 ГПа;

• показана возможность применения метода МДВП-ФП для определения

скорости электрон-ионной релаксации в неидеальной плазме.

Научная новизна. Представленная в работе модель неидеальной элек

трон-ионной плазмы и основанный на ней метод компьютерного моделирования

неидеальной плазмы МДВП-ФП является новыми. Оригинальность разработан

ного метода заключается в том, что для определения полной энергии системы

электронов кинетическая энергия и электростатические вклады в энергию вза

имодействия рассчитываются методом МДВП, а обменно-корреляционная энер

гия и ее производные рассчитываются путем вычисления функционала от элек

тронной плотности, получаемой из текущих координат и ширин волновых паке
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тов. Для расчета функционала электронной плотности путем интегрирования

по пространственной секте применяется оригинальный алгоритм распараллели

вания с использованием графических ускорителей. Также в методе МДВП-ФП

использован новый способ ограничения ширины волновых пакетов для свобод

ных электронов, основанный на специальном типе граничных условий и свя

занный с ним метод расчета термодинамических параметров пространственно

ограниченной плазмы.

Полученный метод МДВП-ФП обладает рядом уникальных особенностей:

• высокая скорость расчетов (МДВП-ФП позволяет с большей численной

эффективностью, чем в традиционных подходах методах функционала

плотности, вычислять кинетическую и кулоновскую части энергии взаи

модействия, не требует минимизации энергии на каждом шаге по време

ни);

• возможность моделирования совместной динамики электронов и ионов по

сравнению (в методах QMD такая возможность отсутствует);

• более точный учет квантово-механических эффектов электрон-электрон

ного и электрон-ионного взаимодействия по сравнению с исходным мето

дом МДВП и методом классической МД.

Также в работе представлены новые результаты для уравнения состояния

водородной плазмы, изоэнтропы сжатия дейтерия при плотностях до 15 г/см3

и давлениях до 3·104 ГПа, ударной адиабаты дейтерия при давления до 350 ГПа,

позволяющие уточнить интерпретацию имеющихся экспериментальных данных,

а также оценить точность разработанного метода моделирования.

Положения, выносимые на защиту:

1. Модель неидеальной электрон-ионной плазмы, основанная на представ

лении электронов в форме гауссовских волновых пакетов с учетом об
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менно-корреляционного взаимодействия, выраженного через функционал

электронной плотности. Способ ограничения ширины волновых пактов за

счет применения отражающих граничных условий.

2. Метод компьютерного моделирования неидеальной плазмы и плотного

разогретого вещества на базе динамики волновых пакетов и вычисления

функционала электронной плотности (МДВП-ФП). Алгоритм расчета об

менно-корреляционного взаимодействия на адаптивной пространственной

сетке. Маштабируемость алгоритма МДВП-ФП по числу частиц и эффек

тивность его распараллеливания на графических ускорителях и суперком

пьютерных кластерах.

3. Уравнение состояния неидеальной плазмы водорода в диапазоне темпера

тур 104 − 5 · 104 К и концентраций электронов 1019 − 1024 см−3. Расчет

ударной адиабаты дейтерия при давлениях до 350 ГПа. Определение мак

симальной степени сжатия и изменения упорядоченности атомов дейтерия

под воздействием высоких давлений.

4. Расчет изоэнтропы сжатия плазмы дейтерия при плотностях до 15 г/см3

и давлениях до 3 ·104 ГПа. Определение скорости электрон-ионной релак

сации в неизотермической неидеальной плазме водорода методом МДВП

ФП.

Степень достоверности и апробация результатов. Основные резуль

таты диссертации докладывались на 6-й международной конференции Physics

of Non-Ideal Plasmas (PNP16), конференции посвященной сильно вырожден

ным кулоновским системам Strongly Coupled Coulomb Systems (SCCS-2017), на

XXXVI, XXXIV международных конференциях "Взаимодействие интнсивных

пучков энергии с веществом (Interaction of Intense Energy Fluxes with Matter,)",

на XXXV, XXXIII конференциях "Уравнение состояния вещества (Equations of
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State for Matter)", на 63-й, 61-й и 59-й Всеросийских научных конференциях

МФТИ, на ежегодной конференции Non-Ideal Plasma Physics Annual Moscow

Workshop в 2020, 2019, 2018 и 2017 годах. Всего работа была представлена в

докладах на 17-ти конференциях.

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 23-х печатных ра

ботах, из них 6 статей в рецензируемых журналах и 17 тезисов докладов.

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные положе

ния, выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опубли

кованные работы. Подготовка к публикации полученных результатов проводи

лась совместно с соавторами, причем вклад диссертанта был определяющим.

Все представленные в диссертации результаты получены лично автором.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

обзора литературы, 5-ти глав, заключения и библиографии. Общий объем дис

сертации страниц, из них страницы текста, включая рисунков.

Библиография включает наименований на страницах.

В первой главе проводится обзор литературы по имеющимся экспери

ментальным методам исследования неидеальной плазмы. Помимо этого, раздел

включает описание методов атомистического моделирования, применяемых для

теоретического изучения разогретого плотного вещества, таких как классиче

ская молекулярная динамика, динамика волновых пакетов, теория функциона

ла плотности и метод Монте-Карто в терминах интегралов по траекториям.

Во второй главе представлено описание нового похода к описанию систе

мы электронов в плазме, основанного на динамике волновых пакетов и теории

функционала плотности — МДВП-ФП. В работе приведено теоретическое обос

нование этого подхода, причем особое внимание уделено граничным условиям, к

которым семейство методов динамики волновых пакетов очень чувствительно.

В дополнение предложены способы применения метода МДВП-ФП для нерав

новесного расчета изоэнтропы сжатия и ударной адиабаты вещества.
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В третьей главе описано построение численного алгоритма на базе раз

работанного метода МДВП-ФП. Представлено подробное описание алгоритмов

расчета обменно-корреляционной энергии с использованием регулярных и адап

тивных пространственных сеток. Приведен алгоритм построения адаптивной

сетки с изменяемым шагом, опирающийся на параметры волновых пакетов.

Описаны основные оптимизационные подходы, применяемые для увеличения

быстродействия. В заключение представлены результаты тестов производитель

ности и масштабирования метода, выполнено сравнение характерных времен

работы алгоритма МДВП-ФП с аналогичными расчетами, проведенными с по

мощью квантовой молекулярной динамики.

В четвёртой главе представлены результаты моделирования неидеаль

ной водородной и дейтериевой плазмы методом МДВП-ФП. Приведены резуль

таты расчетов уравнения состояния водородной плазмы методами классической

МД, МДВП в приближении Хартри и МДВП-ФП, а также сравнение резуль

татов моделирования с другими теоретическими методами, такими как PIMC.

Определены границы применимости методов МДВП и МДВП-ФП. Помимо это

го в главе дано описание расчетов, посвященных построению ударной адиабаты

дейтерия методом МДВП-ФП. Полученные результаты сравнивались экспери

ментальными данными и другими теоретическими моделями.

В пятой главе продемонстрировано применение метода МДВП-ФП для

исследования динамических и релаксационных процессов: изоэнтропического

сжатия и электрон-ионной релаксации в неизотермической плазме.
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Глава 1

Обзор литературы

Данная работа посвящена построению модели неидеальной электрон-ион

ной плазмы, основанной на представлении электронов в форме гауссовских вол

новых пакетов, и её применении для исследования равновесных и динамических

свойств плазмы. Текущий раздел посвящен введению основных понятий и ха

рактеристик исследуемого вещества, а также обзору работ, посвященных экспе

риментальному исследованию неидеальной электрон-ионной плазмы.

В работе под плазмой подразумевается частично или полностью ионизиро

ванное, макроскопически нейтральное вещество, частицам которого свойствен

но коллективное поведение вследствие наличия дальнодействующих кулонов

ских сил [34,35]. Основными характеристиками плазмы являются концентрация

заряженных частиц и их температура. Для описания свойств плазмы удобно

ввести дополнительных параметры, такие как частота продольных простран

ственных колебаний заряда (плазменная частота):

ωp =

√
4πnee2

me
, (1.1)

и радиус сферы Дебая:

rD =

√
kBT

4πnee2
, (1.2)

где me — масса электрона.

Характерной особенностью плазмы, и одним из критериев её существо

вания, является квазинейтральность: в условиях равновесия и в отсутствии

внешних сил в объеме плазмы суммарный электрический заряд равняется ну

лю:

ne = 〈Z〉ni, (1.3)
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где ne — концентрация электронов, ni — концентрация ионов, а 〈Z〉 — средняя

степень ионизации атомов. При нарушении макроскопической нейтральности

плазмы, возникают электрические поля, стремящиеся восстановить квазиней

тральность.

При малых плотностях, плазма может рассматриваться как смесь идеаль

ных газов электронов, ионов, атомов и молекул. В этом случае время свободного

пробега значительно превышает времена межчастичного взаимодействия. При

увеличении плотности плазмы средняя энергия межчастичного взаимодействия

возрастает и, когда она становится сопоставима с кинетической энергией тепло

вого движения, плазма становится неидеальной [13]. Отношение между кинети

ческой и потенциальной энергией описывает параметр неидеальности плазмы

Γ =
ECoulomb

EKinetic
=
(4πne

3

)1/3 e2

kBT
. (1.4)

При Γ > 1 плазма считается неидеальной, и основные её свойства опре

деляется многочастичными взаимодействиями, что существенно затрудняет её

теоретическое описание. В связи с этим возникает потребность в применении

различных численных методов для теоретического описания основных свойств

вещества в данном состоянии.

Еще одним параметром неидеальной плазмы является параметр вырожде

ния:

Θ =
kBT

εF
=

2mkBT

(3π2ne)2/3h̄
2 . (1.5)

Если параметр вырождения больше единицы Θ > 1, плазма является вырож

денной и квантовые эффекты межчастичного взаимодействия становятся суще

ственными, что затрудняет применение для её описания моделей, основанных

на классической механике.
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1.1. Экспериментальные исследования неидеальной

плазмы

Плазма высокой плотности с преобладанием эффектов неидеальности на

блюдается во многих природных средах и технических устройствах. Примером

может быть плазма электронов в твердых и жидких металлах, полупроводниках

и электролитах, сверхплотная плазма звёзд и глубинных слоев планет-гигантов

Солнечной системы [13] и т.п.

В лабораторных условиях неидеальная плазма может быть получена при

взрывном испарении лайнеров пинчей и магнито-кумулятивных генераторов,

при воздействии мощных ударных волн, лазерного излучения или электронных

и ионных пучков на конденсированное вещество. Для анализа и предсказания

последствий такого рода воздействия, определяющими являются сведения о

физических характеристиках плазмы в обширной области фазовой диаграммы

вещества.

Определение физических свойств неидеальной плазмы выполняется мно

жеством подходов. Одним из них является диагностика излучением, основан

ная на оптических свойствах плазмы, таких как коэффициент отражения. На

пример, в работах [36–38] скачок коэффициента отражения в плотном жидком

водороде и дейтерии интерпретировался как фазовый переход к проводящей

жидкости при большом давлении.

В отличии от идеальной плазмы, где отражательная способность опреде

ляется отношением частоты внешнего поля к плазменной частоте ω/ωp, в неиде

альной плазме большое значение имеет процесс поглощения энергии падающего

излучения в области проникновения волны в плазму.

Одной из первых работ по измерению коэффициента отражения в неиде

альной плазме является работа [39]. С помощью зондирующего излучения ма

лой мощности на длине волны λ = 1.06 мкм диагностировалась неидеальная
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плазма (Γ = 1 − 4), создаваемая на фронте ударной волны в ксеноне. Резуль

таты изменений показали высокую степень поглощения излучения в плазме.

При этом оценки, сделанные самими экспериментаторами, говорят о том, что

область предвестника ударной волны ионизована недостаточно сильно для вза

имодействия с излучением, а ширина профиля электронной концентрации на

фронте волны составляет порядка d = 0.1λ и, таким образом, не может суще

ственно влиять на коэффициент отражения.

Последующим развитием этой работы является серия экспериментов [40],

где была заменена длина волны падающего излечения на λ = 0.694 мкм. В

результате обнаружено, что коэффициенты отражения для разных длин волн не

описываются одной зависимость ω/ωp, что было бы характерно для идеальной

плазмы.

Последние результаты посвященные измерению коэффициента отражения

неидеальной ксеноновой плазмы представлены в работах [9, 12]. Проведено из

мерение оптических свойств плазмы при давлениях 10 − 12 ГПа и больших

углах падения излучения (Θ = 78◦). Полученный набор данных позволил так

же реконструировать профиль электронной плотности вдоль фронта ударной

волны, который зависит от параметров плазмы ne и T , но не зависит от падаю

щего излучения.

Теоретический анализ экспериментальных данных был проведён в рабо

тах [41, 42] с применением диэлектрических функций в приближении Борна,

а также в работах [43–45] с применением теории функционала плотности. На

текущий момент ни в одной и представленных работ не было получено согласо

ванного описания отражательной способности неидеальной ксеноновой плазмы.

Теоретические модели завышают значение коэффициента отражения в более

чем 2 раза, особенно в области малых давлений.

Одной из важных динамических характеристик неидеальной плазмы явля

ется скорость температурной релаксации её составных компонентов из неизотер
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мического состояния. Классическая теория идеальной плазмы предсказывает

времена релаксации порядка 10−11− 10−9 c. В связи с короткой длительностью

этих процессов экспериментальное исследование релаксационных процессов в

неидеальной плазме стало возможным сравнительно недавно [3, 46,47].

В работе [46] исследовалась плазма, образованная на фронте ударной вол

ны в кремнии, созданной лазерным импульсом длительностью 2.3 нс. Излу

чение со свободной поверхности кремниевой мишени измерялось с временным

разрешением 20 пс. Основываясь на одномерной гидродинамической модели и

уравнении состояния равновесного кремния, были получены значения плотно

сти и температуры плазмы на фронте ударной волны. Экспериментальные за

висимости интенсивности излучения от времени сравнивались с результатами

гидроческих расчетов для неизотермической плазмы. Расчётная модель учи

тывала теплопроводность электронной компоненты плазмы и обмен энергией

между электронами и ионамы. Скорость обмена энергией была свободно варьи

руемым параметром, определяемым путем сопоставления экспериментальных

и теоретических данных. В результате получена оценка времени релаксации

τ = 250 пс, которая на два порядка превосходит предсказанное значение из

теории идеальной плазмы.

В работе [47] представлен более новый подход к оценке скорости релакса

ции. Как и в предыдущем случае, температура измерялась на фронте ударной

волны в алюминии. Генерация ударной волны выполнялась потоком α частиц,

температура ионов и электронов измерялась с помощью томпсоновского рассе

яния в рентгеновском диапазоне. Данный подход обеспечивает временное раз

решение установки порядка сотен пикосекунд. Анализ экспериментальных дан

ных показал, что после 1.5 нс температура ионов остаётся существенно меньше

электронной температуры, в то время как формула Ландау для скорости релак

сации предсказывает меньшие времена.

Попытка прямого измерения температурных зависимостей от времени бы
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ла предпринята в работе [3]. Генерация плазмы происходила путём быстрого

нагрева газовой струи SF6 пикосекундным (10 пс) лазерным импульсом, мощ

ностью 1 Дж, сфокусированным до размера пятна 200 мкм на расстоянии в

1 мм от сопла. Лазерный луч нагревал электронную подсистему до температур

порядка Te ≈ 100 эВ, оставляя ионы при нормальной температуре, но полно

стью ионизированными. На временах порядка 200 фс ионы подвергались быст

рому нагреву до 10 эВ, что обеспечивало плазму с параметром неидеальности

для ионов Γii ≈ 5. Далее предлагается использование томпсоновского рассея

ния для измерения электронной температуры, а спектроскопии насыщенного

поглощения — для определения температуры ионов. Предложенная авторами

методика эксперимента является перспективной, но всё ещё требует доработок

связанных с измерением температур исследуемого вещества.

Большое объем работ посвящен исследованию термодинамических свойств

неидеальной плазмы. В частности, в последние десятилетия появилось мно

жество работ посвященных ударному сжатию жидкого и твёрдого дейтерия

[7,8,48–51], метализации водорода и дейтерия [52–56], а также квазиизэнтропи

ческому сжатию водорода, дейтерий и гелия [6,57–60].

Эксперименты по ударному сжатию используются для восстановления урав

нения состояния вещества ищ заданного начального состояния с известными

значениями энергии, давления и объема. Эксперименты по построению уравне

ния состояния путем ударного сжатия вещества основываются на соотношении

Ранкина-Гюгонио, связывающего термодинамические величины до (E0, P0, v0)

и после (E,P, v) фронта ударной волны

H(v, T ) = E(v, T )− E0 +
1

2
(v − v0)[P (v, T ) + P0] = 0, (1.6)

где v — атомарный объем, E(v, T ) — внутренняя энергия на атом, и P (v, T ) —

давление. На образец оказывается внешнее воздействие путем металлического

тела (ударника), разогнанного до скоростей порядка нескольких километров в
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секунду. Скорость распространения ударной волны измеряется методом согла

сования импедансов.

Первые работы по ударному сжатию водорода были представлены в рабо

те [61], в которой было достигнуто давление в 4 ГПа с применением взрывчатых

веществ для генерации ударной воны. В последующих работах получаемое дав

ление было увеличено до 20 ГПа [62].

Данные по состоянию вещества в широком диапазоне давлений, до 20 ГПа

были получены в работе [48]. Ударная волна генерировалась путем столкно

вения алюминиевого ударника с образцом (дейтерий при температуре 20 К).

Ударник разгонялся до скоростей 4 − 7 км/с с помощью двухступенчатой лег

когазовой пушки. В качестве детекторов использовались массивы пьезоэлектри

ков.

Более высокие степени сжатия и давления дейтериевой плазмы были до

стигнуты в работе [49] путем лазерного сжатия жидкого дейтерия. В экспе

рименте жидкий D2, при температуре 20 К располагался в цилиндре длиной

0.45 мм и радиусом 1 − 1.5 мм, помещенном в медный блок. Один из кра

ев цилиндра был закупорен алюминиевым или берилиевым диском, толщиной

180 − 250 мкм, выступавшим в роли ударника. Каждый ударник был покрыт

абляционным слоем. Для разгона ударника использовался лазер Nova с длиной

волны 527 нм и мощностью 1013−3×1014 Вт/см2. Положение ударного форонта

наблюдалось с использованием поперечной рентгенографии. Благодаря подоб

ному подходу удалось получить давления в диапазоне от 22 ГПа до 340 ГПа.

Помимо этого было обнаружен переход дейтерия к проводящему состоянию при

давления выше 55 ГПа.

Еще более высокие давления в дейтериевой плазме были получены в рабо

те [8]. Эксперименты выполнялись на лазере Omega, с рабочей длиной волны

351 нм и мощностью 4.5 × 1014 Вт/см2. В качестве ударника использовался

α-кварц с бериллиевым абляционным напылением. Для измерения параметров
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ударной волны использовалась высокоточная доплеровская интерферометрия.

Результатом экспериментов является получение точек ударной адиабаты в диа

пазоне давлений до 550 ГПа, что на сегодняшний день является максимальным

значение, полученным в подобных экспериментах. Также авторы работ отме

чают, что на текущий момент нет единого уравнения состояния, которое бы

соответствовало ударной адиабате в наблюдаемом диапазоне степеней сжатия

и давлений. Кроме того, при давлениях больше 500 ГПа степень сжатия веще

ства на 5%− 7% превышает предсказания всех теоретических моделей.

Прецизионные эксперименты по построению ударной адиабаты представ

лены в работах [7, 51]. В качестве ударника использовалась алюминиевая пла

стина ускорялась в магнитном поле до скоростей 15 − 29 км/с и сталкивалась

со слоистой структурой содержащей жидкий дейтерий в окружении кварцевых

пластин. Начальная температура дейтерия в мишени составляла T0 = 22 K

при плотности ρD2
= 0.167 g/cm3. Полученные значения давления находятся в

диапазоне 22− 100 ГПа, а значение предельного сжатия ρ/ρ0 = 4.5.

Наблюдаемые значения давления хотя и не являются большими в сравне

нии с экспериментами по лазерному сжатию, авторы заявляют погрешность на

блюдаемых величин порядка 1.5%. Такая низкая погрешность позволяет выпол

нять сравнение теоретических моделей и определять роль обменно-корреляци

онных взаимодействий в формировании свойств вещества. Авторами также от

мечается, что текущие обменно-корреляционные функционалы, используемые

в теории функционала плотности, не способны одновременно точно предсказы

вать предел сжимаемости дейтерия и описать процесс ионизации вещества.

Отдельная серия экспериментов в области физики неидеальной плазмы

посвящена квазиизоэнтропическому сжатию вещества в устройствах сфериче

ской геометрии [6, 57–60]. Приведённые работы ориентированы на изучения

сжимаемости неидеальной плазмы в области мегабарных давлений с исполь

зованием динамического метода создания высоких давлений под воздействием
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мощных ударных волн. Для достижения максимальных давлений используют

ся устройства цилиндрической или сферической геометрии, в которых сжатие

плазмы осуществляется системой ударных волн, циркулирующих в её объеме и

сходящихся к центру системы.

Процесс сжатия в данных устройствах является квазиизентропическим,

так как после первого прохождения ударной волны дальнейшее сжатие плазмы

происходит практически без её существенного нагрева. При возрастании давле

ния внутри исследуемого вещества, сжимающая его оболочка останавливается

и разлетается. В процессе сжатия регистрируется временная зависимость ради

уса исследуемого вещества от времени R(t). Регистрация движения вещества

определяется просвечивающей рентгенографией. Генерация ударных волн осу

ществляется с применением взрывчатых веществ, расположенных по внешнему

периметру сферы с исследуемым веществом.

Первые результаты экспериментов по квазиизентропическому сжатию пред

ставлены в работе [6] с использованием устройства для сжатия цилиндрической

геометрии. В работе было достигнуто сжатие плазмы около ρ/ρ0 ≈ 50 раз при

погрешности определения плотности в 3%− 5%, и максимальное наблюдаемое

давление составляло 302 ГПа. Авторы отмечают хорошее согласие эксперемен

тальных данных с существующими на тот момент теоретическими моделями

при давлениях до 130 ГПа.

Дальнейшее развитие этой работы продемонстрировано в [57,59], где были

достигнуты давления до 1830 ГПа при ударном сжатии дейтерия до плотностей

ρ = 4.3 г/см3 в камере сферической геометрии.

В заключение необходимо отметить, что экспериментальных данных по

неидеальной плазме пока немного, хотя это направление сейчас активно разви

вается. Во всех перечисленных экспериментах имеются значительные расхож

дения с простой экстраполяцией теории идеальной плазмы в область неидеаль

ности. Работы по теоретическому исследованию неидеальной плазмы и компью
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терному моделировани, о котором пойдет речь в следующих разделах, позволи

ли получить некоторые важные характеристики плазмы, однако пока что ни

один численный метод не даёт полного согласия с экспериментальными данны

ми во всём наблюдаемом диапазоне состояний неидеальной плазмы.

1.2. Метод классической молекулярной динамики

Этот раздел посвящен методу классической молекулярной динамики (МД).

В нём будут сформулированы основные положения классической МД и освеще

ны особенности её применения для моделирования неидеальной электрон-ион

ной плазмы. Также будут приведены примеры успешного применения МД для

расчета равновесных и динамических свойств плазмы разными авторами.

1.2.1. Формулировка метода, граничные условия, расчет давления

Молекулярная динамика является одним из распространенных методов

расчета равновесных и транспортных свойств классических многочастичных

систем. Движения атомов в данном методе рассматриваются в приближении

Ньютоновской механики, что с достаточной точностью описывает широкий диа

пазон моделируемых систем [63]. Метод является достаточно эффективным

для исследования вещества, в котором квантовые эффекты являются менее

существенными в сравнении с электростатическим взаимодействием. В част

ности, метод МД был успешно применён для изучения свойств неидеальной

плазмы [16,64,65].

Основная идея метода МД заключается в получении траекторий частиц

путем решения уравнений движения Ньютонаmi
d2ri(t)
dt2 = Fi(r1, . . . , rN), d

ri(t)
dt = vi(t),

ri(0) = r0i ,vi(0) = v0
i , i = 0 . . . N,

(1.7)
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гдеmi – масса, ri – координаты, vi – скорость частицы. Сила Fi(R) определяется

потенциалом взаимодействия

Fi(r1, . . . , rN) = −
∂U(r1, . . . , rN)

∂ri
. (1.8)

Потенциал межчастичного взаимодействия является важной частью метода

классической МД, определяющим свойства моделируемой системы. В большин

стве случаев для моделирования плазменных систем используются парные по

тенциалы, задающие полную энергию системы как сумму энергий взаимодей

ствия между всеми возможными парами частиц в моделируемой системе [66].

Для моделирования неидеальной электрон-ионной плазмы естественным

выбором потенциала взаимодействия является потенциал Кулона, которым опи

сываются взаимодействия между электронами и ионами плазмы. Кулоновский

потенциал является дальнодействующим, и в силу этого требует большого объ

ема вычислений для точного расчета энергии системы

UCoul(ri) =
∑
n

N∑
j 6=i

qj
|ri − (rj + nL)|

, (1.9)

где L – размер моделируемой ячейки.

На малых расстояниях кулоновский потенциал стремится к бесконечности,

что может порождать численные неустойчивости. Помимо этого результаты мо

делирования с использованием оригинального кулоновского потенциала не со

гласуются с результатами экспериментов в области существования неидеальной

плазмы. Это может быть объяснено отсутствием учета возникающих квантовых

эффектов, вклад которых хоть и меньше электростатического взаимодействия,

но всё же является существенным. В связи с этим в МД расчетах свойств неиде

альной плазмы используются псевдопотенциалы, совпадающие с кулоновским

потенциалом на больших расстояниях, и имеющих иной вид в области малых

межчастичных расстояний.
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Стоит отметить, что в большинстве случае псевдопотенциалы используют

ся для описания электрон-электронного и электрон-ионного взаимодействия,

оставляя оригинальный потенциал Кулона для описания ион-ионного взаимо

действия. Примером псевдопотенциала может быть потенциал Кельбга [67] ко

торый позволяет моделировать водородную плазму в диапазоне плотностей до

1023 см−3 [68, 69].

В то же время существуют работы по исследованию так называемой уль

трахолодной плазмы, в которой может использоваться чистый кулоновский по

тенциал взаимодействия для всех типов частиц [21].

Для интегрирования уравнений Ньютона (1.7) разработано множество чис

ленных схем различного порядка. Выбор корректной численной схемы достаточ

но важен при проведении МД расчетов, так как он будет определять точность

получаемых результатов, а также в некоторой степени и вычислительную слож

ность метода. На вносимую численной схемой погрешность в значительной мере

влияет временной шаг Δt, чем больше его значение, тем больше будет погреш

ность вычислений. Наиболее распространёнными численными схемами являют

ся схема Верле или её модификация “Leap-Frog”:

xi(t+Δt) = xi(t) + Δtvi

(
t+

Δt

2

)
,

vi(t+Δt) = vi

(
t− Δt

2

)
+Δt

Fi
m
.

(1.10)

Метод МД, как и большинство численных методов, требует задания гра

ничных условий, которые будут определять взаимодействие системы в внешней

средой. Наиболее простыми являются свободные граничные условия, в которых

система никак не ограничена в пространстве. Данные условия могут исполь

зоваться для моделирования ультракоротких процессов, где влияние границ

не проявляется или пренебрежимо мало. Использование свободных граничных

условий применимо, например, при моделировании неидеальной плазмы, об

разованной при воздействии коротких лазерных импульсов на наноразмерные
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кластеры [70–73].

Для моделирования пространственно однородных (неограниченных) си

стем, не взаимодействующих с внешней средой, наиболее часто используют

периодические граничные условия (ПГУ). Использование этих условий фор

мально устремляет объем системы к бесконечности, что приводит к уменьше

нию влияния поверхностных эффектов. Моделируемая ячейка периодически

повторяется во всем пространстве. Расчет взаимодействия частиц выполняется

теперь не только внутри исходной ячейки, но и внутри её образов. Потенциаль

ная энергия системы в этом случае имеет вид:

U =
N∑

i<j,n=0

u(rij) +
∑
n 6=0

N∑
i,j

u(|ri − (rj + nL)|), (1.11)

где L — размер моделируемой расчетной ячейки. В случае короткодействую

щего потенциала или же наличия экранирования в моделируемой системе па

раметр n в выражении (1.11) равняется единице (метод ближайшего образа).

Такой тип граничных условий применялся в работах [17,20,68] по расчету рав

новесных и динамических параметров плазмы.

Еще одним типом граничных условий являются жесткие отражающие гра

ницы. Данный тип граничных условий ограничивает систему в пространстве.

При соударении частицы со стенкой происходит ее отражение обратно без изме

нения модуля скорости или же при использовании стохастических граничных

условий с отражающими стенками — с установленной термостатом скоростью.

Положение частицы может при этом быть зафиксировано на стенке или же

вычислено с учетом отражения от стенки.

Похожим способом задания отражающих граничных условий является вве

дение отражающего потенциала на стенке. Данный тип граничных условий ис

пользуется в ряде работ по моделированию неидеальной плазмы [74, 75], хотя

это не является общепринятым методом и вызывает ряд вопросов, связанных с

влиянием границ.
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Подробное исследование отражающих граничных условий выполнено в ра

ботах [68,69], в которых рассматривалось влияние отражающего гармоническо

го потенциала на рассчитываемые термодинамические свойства системы. Авто

ры работ отмечают, что отражающие граничные условия оказывали влияние на

рассчитываемую энергию и давление плазмы, но это влияние может быть легко

скомпенсировано путём увеличения размера моделируемой системы или же рас

смотрением внутренней области моделируемой ячейки. Помимо этого подобный

тип граничных условий оказывает влияние на динамические характеристики

плазмы, в частности изменяется характер электронных колебаний.

Также отражающие граничные условия могут быть использованы для пря

мого расчёта давления в моделируемой системе, как альтернатива традицион

ному подходу, основанному на использовании теоремы вириала

P =
2

3V

N∑
i=1

miv
2
i

2
− 1

3V

i>j∑
i,j=1,N

rij
∂U(rij)

∂rij
. (1.12)

1.2.2. Расчет уравнения состояния однородной плазмы

Метод классической МД применялся для изучения свойств равновесной

пространственно однородной неидеальной плазмы в работах [16, 64, 65, 76]. В

работе [16] была рассмотрена полностью ионизированная, двухкомпонентная

водородная плазма в диапазоне параметров неидеальности Γ = 0.5− 2 и тем

ператур T = 6 · 104 − 1.6 · 105 K. В работе были определены как статические

свойства неидеальной плазмы: потенциальная энергия, коэффициенты диффу

зии электронов и ионов, статическая электропроводность, так и динамические:

динамический структурный фактор, частота ленгмюровских плазменных волн.

Выбор температур в данной работе обусловлен использованием псевдопотенци

ала Дойча [77] для описания взаимодействий.

Моделирование неидеальной плазмы с потенциалом Кельбга [67] выполне

но в работе [78], в которой рассматривалась однокомпонентная плазма электро
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нов на фоне положительного компенсирующего заряда имитирующего ионную

подсистему. В сравнении с предыдущими расчетами, использование потенциала

Кельбга позволило расширить диапазон температур и существенно улучшить

точность получаемых результатов. В работе были получены значения внутрен

ней энергии, бинарных корреляционных функций, рассчитаны динамические

структурные факторы, дисперсия частоты и декремента затухания плазмен

ных волн. При анализе результатов подчеркивается важность столкновитель

ного затухания в неидеальной плазме. К недостаткам расчетной модели можно

отнести отсутствие ионной компоненты, приводящее к неверной оценке экра

нирования, исключению из рассмотрения классических связанных состояний,

ионного звука, затухания на близких электрон-ионных столкновениях.

Потенциал Кельбга в методе классической МД также использовался в ра

ботах [68, 79]. Авторами проводился расчет давления и полной энергии неиде

альной, двухкомпонентной водородной плазмы в широком диапазоне темпера

тур (от 10000 до 50000 K) и концентраций электронов (ne = 1020 − 1025 см−3).

Проведено сравнение получаемых результатов с данным из первопринципных

расчетов методами квантовой молекулярной динамики. Также отмечено, что

классическая МД с потенциалом Кельбга ограничена системами с концентра

цией электронов до 1023 см−3. При рассмотрении систем с большей плотностью

в моделировании возникает рад нефизичных состояний (численных артефак

тов), препятствующих определению параметров моделируемого вещества.

1.2.3. Моделирование кластерной наноплазмы

Физика наноплазмы — молодая быстро развивающаяся область науки.

Наноплазму можно просто рассматривать как пространственно ограниченную

плазменную среду нанометровых размеров. Как правило, кластерная наноплаз

ма генерируется путем воздействия лазерных импульсов на наноразмерные объ
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екты.

Методика исследования кластерной наноплазмы методом молекулярной

динамики предложена в работе [80]. В работе рассматривалась эволюция кла

стеров натрия Na309 после взаимодействия с лазерным импульсом мощностью

1013 − 1016 Вт/см2. В ходе молекулярно динамического моделирования была

получена временная зависимость профилей электронной плотности и темпера

туры. Авторами предложена схема постановки МД эксперимента для модели

рования кластерной наноплазмы. Из-за большой разности масс между электро

нами и ионами во всех проведённых расчетах исследовалась только электрон

ная динамика, при этом ионы оставались неподвижными и расположенными

в узлах икосаэдрической кристаллической решетки. Электроны в начальным

момент времени располагаются на вершинах ионов, а их скорости задавались

так, чтобы соответствовать требуемой температуре. В процессе моделирования

электроны могли свободно покидать кластер, тем самым увеличивая его поло

жительный заряд.

В дальнейшем применение метода МД для моделирования кластерной на

ноплазмы представлено в работах [70, 73, 81], в которых проводилось исследо

вание колебаний электронной подсистемы после релаксации кластерной нано

плазмы. Также была рассмотрена зависимость равновесного заряда кластера от

температуры. Авторами была предложена теоретическая модель, описывающая

конечный заряд кластера в зависимости от начального состояния ионизованно

го кластера. В работе [82] предложено использовать сферически симметричный

отражающий потенциал для задания точного распределения скоростей электро

нов на начальном этапе моделирования.
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1.2.4. Моделирование релаксационных процессов

Неравновесная неидеальная плазма является еще менее изученным объ

ектом, чем равновесная. Простая экстраполяция результатов теории идеаль

ной плазмы в область неидеальности приводит к существенному расхождению

с экспериментальными данными по скорости релаксации энергии в неизотер

мической плазме. Моделирование процессов релаксации в неидеальной плазме

выполнено в работах [83,84].

В работе [83] рассматривается однокомпонентная плазмы и изучаются про

цессы установления равновесной бинарной функции распределения для элек

тронов и одночастичного максвелловского распределения по скоростям. В пер

вом случае генерируется начальных состояний ансамбль МД систем, в котором

электроны имеют равновесное распределение по скоростям и нескоррелирован

ное пространственное распределение. Во втором случае начальным условием

является равновесная МД конфигурация, в которой распределение по скоро

стям деформировано со сдвигом максимума в сторону меньших скоростей. В

обоих случаях рассчитывается релаксация средней потенциальной и кинетиче

ской энергии на одну частицу, а также релаксация энтропии системы. В резуль

тате расчетов обнаружено, что при увеличении неидеальности плазмы скорости

обоих релаксационных процессов становятся сравнимыми.

В работе [85] метод МД применён для исследования ультрахолодной плаз

мы, полученной в результате фотоионизации лазерно охлаждённого газа. На

чальные температуры ионов и электронов составляют 0.01 и 0.1 K соответ

ственно. Авторами отмечается, что несмотря на высокую степень неидеально

сти, межчастичные корреляции в плазме отсутствуют. Установление корреля

ций, сопровождаемое выделением энергии моделировалось, методом МД. Кроме

установления бинарного распределения изучается эволюция распределения по

скоростям, с помощью которого определятся температура компонент. В резуль
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тате установлено наличие двух этапов релаксации: быстрого начального нагрева

электронной компоненты и последующего обмена энергией между электронами

и ионами.

Работа [84] посвящена моделированию температурной релаксации двухком

понентной плазмы с разностью температур ионов и электронов в начальный мо

мент на уровне 10%. Зависимость разности температур от времени в расчётах

носила экспоненциальный характер. Из-за отсутствия усреднения траекторий

по различным начальным условиям статистическая точность результатов МД

является низкой.

В работе [17] также были рассмотрены неравновесные процессы в неиде

альной плазме методом МД. В частности были получены значения скоростей

температурной электрон-ионной релаксации, и продемонстрирована возможно

моделирования плазмы с сниженным соотношением масс частиц mi/me = 100

без существенного снижения точности, но с большей производительностью. По

казано, что эволюция к равновесию между полной кинетической энергией элек

тронов и ионов и энергией их взаимодействия продолжается в течение всего

периода релаксации, что не наблюдается в идеальной плазме. Еще одним от

личием идеальной плазмы является наличие начальной стадии релаксации, ха

рактеризующейся монотонной временной зависимостью разности температур

ΔT = |Te − Ti|.

Суммируя вышесказанное в текущем подразделе и в предшествующих ему,

необходимо отметить, что метод классической молекулярной динамики являет

ся эффективным вычислительным средством для изучения неидеальной плаз

мы. В то же время он ограничен необходимостью задания псевдопотенциалов

межчастичного взаимодействия и низкой степенью учета квантовых эффектов

в системах с большой плотностью. Исходя из этого, эффективное применение

МД возможно для систем с высокой температурой T > 10000 К и плотностью,

не превышающей ne = 1023 см−3, что соответствует параметрам неидеальности
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в диапазоне до Γ ≤ 10. Системы с большим параметром неидеальности требуют

использования более точных методов моделирования, о которых пойдёт речь в

следующих разделах.

1.3. Метод молекулярной динамики с волновыми

пакетами

В этом разделе описан оригинальный метод молекулярной динамики с вол

новыми (МДВП), а также его модификации, активно используемые для иссле

дования неидеальной плазмы, плотного разогретого вещества и других физиче

ских систем.

Неидеальная плазма, генерируемая в лабораторных условиях при взаимо

действии лазерного излучения или ионных пучков с веществом, является очень

динамичной. Лазеры и ионные пучки передают большую часть своей энергии

электронам, в то время как ударные волны передают большую часть своей энер

гии ионам. В первом случае поглощение энергии излучения электронами приво

дит к возникновению множества интересных физических эффектов в веществе,

включая процессы электрон-ионной релаксации, рассеяния, генерации тормоз

ного излучения. Для теоретического изучения множества из них с применением

компьютерного моделирования от численных методов требуется возможность

моделирования электронной динамики [86].

При разработке численных методов, позволяющих моделировать в явном

виде динамику электронов, авторы стараются найти компромисс между быст

родействием и точностью описания моделируемых явлений. Например, метод

MCTDH [87, 88], позволяющий с высокой точностью описывать неадиабати

ческие процессы в веществе, имеет экспоненциальную вычислительную слож

ность, что затрудняет его применение для описания больших систем.

Если не накладывать требования прямого учета динамики электронов, то
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самая строгая и неэмпирическая модель в этой области — метод Монте-Карло в

терминах интегралов по траекториям (Path Integral Monte-Carlo, PIMC) [89,90].

Ограничениями PIMC являются большая температура и небольшое количество

частиц.

Квантовая молекулярная динамика (Quantum Molecular Dynamics, QMD),

основанная на теории функционала плотности (Density Functional Theory, DFT)

с базисом плоских волн, может применяться для моделирования динамики ионов

в рамках приближения Борна-Оппенгеймера. Метод QMD ограничен неболь

шими температурами, но имеется подход, позволяющий расширить диапазон

рассматриваемых температур, представленный в безорбитальной теории функ

ционала плотности (Orbital Free DFT, OFDFT) [91]. Это достигается ценой точ

ности описания электронных орбиталей.

Квантовая молекулярная динамика с зависящей от времени волновой функ

цией (Time Dependent DFT, TD-DFT) [92–94] позволяют выйти за пределы при

ближения Борна-Опенгеймера и рассчитывать динамику электронов, но всё ещё

обладает высокой вычислительной сложностью.

Более вычислительное быстрым методом, пригодным для моделирования

больших систем при высокой температуре, может быть метод молекулярной

динамики с волновыми пакетами. Несмотря на ряд допущений, этот метод об

ладает высокой вычислительной эффективностью и был успешно применен для

расчётов уравнения состояния неидеальной плазмы [30,32,95,96], частоты столк

новений [96], электропроводности [30,32,97] и ударной адиабаты [95,98]. Тем не

менее, метод МДВП всё ещё имеет ряд проблем с граничными условиями и

описанием энергии связанных состояний, решение которых будет предложено

в данной работе.
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1.3.1. Основы метода динамики волновых пакетов

Метод молекулярной динамики с волновыми пакетами впервые был пред

ложен в работе [29]. Как и в методе классической МД, атомы и ионы модели

руемой системы рассматриваются как точечные частицы, но электроны имеют

представление в виде параметризованного, переменными во времени величи

нами, волнового пакета. Наиболее частый вариант параметризации — это изо

тропный Гауссовый волновой пакет переменной ширины, характеризуемый по

ложением центра пакета r, его шириной s и сопряженными с ними значениями

импульса p и ps соответственно

ϕ(x) =

(
3

2πs2

)3/4

exp

{
−
(

3

4s2
− ips

2h̄s

)
(x− r)2 +

i

h̄
p · (x− r)

}
. (1.13)

Выбор подобной формы пакета обусловлен простотой сопутствующих мате

матических вычислений. Так как в МДВП динамика электронов рассматривает

ся, в общем случае, в Гильбертовом пространстве, то возникает необходимость

расчета положений, импульсов и прочих физических характеристик моделиру

емой системы путем воздействия на волновую функцию соответствующих опе

раторов. В этом случае выбор формы волнового пакета в виде (1.13) позволяет

вычислить значения кинетической и потенциальной энергии аналитически. Это

является одним из решающих критериев при выборе способа параметризации

электронной волновой функции, так как от него зависит вычислительная эф

фективность метода, и соответственно, размеры моделируемых систем.

Тем не менее, существует ряд альтернативных параметризаций. Основны

ми мотивациями их возникновения является низкая точность представления

связанных состояний и электронной плотности на больших расстояниях от яд

ра [86]. Примерами таких параметризаций могут быть анизотропные гауссовы

волновые пакеты [99], эрмитовы гауссовы волновые пакеты [100], периодические

волновые пакеты [95], “самоподобные” волновые пакеты, объединяющие гауссо
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вы и экспонентциальные формы волновых пакетов [101]. Также возможны фор

мирования линейных комбинаций волновых пакетов, как это представлено в ме

тоде молекулярной динамики с расщепленными волновыми пакетами [31, 102]

(см. подробнее подраздел 1.3.5). Каждый из этих вариантов позволяет повысить

точность описания тех или иных явлений, но приводит к увеличению вычисли

тельной сложности метода, так что на данный момент изотропный волновой

пакет (1.13) является наиболее распространенным выбором.

Уравнения, описывающие эволюцию параметров волновых пакетов, могут

быть получены применением вариационного принципа. Временно-зависимый

вариационный принцип Дирака-Френкеля приводит к строгой аппроксимации

временного уравнения Шредингера с выбранным вариационным подходом. В

конечном итоге задача сводится к минимизации невязки по всему подпростран

ству состояний |Ψ〉

δ

∫ tf

ti

〈
Ψ|ih̄ ∂

∂t
− Ĥ|Ψ

〉
dt = 0, (1.14)

где ti и tf начальное и конечное время интегрирования, а Ĥ — Гамильтониан.

Если состояние |Ψ〉 может изменятся в Гильбертовом пространстве, включаю

щем решение временного уравнения Шрёдингера, то решение будет найдено, в

противном случае ошибка будет возрастать линейно на малых временах.

Варьируемое состояние |q〉 может быть параметризовано вектором ком

плексных параметров, зависящих от времени:

q = {q1, q2, ...., qNν}. (1.15)

Вариация действия совместно с выбранной параметризацией приводит к урав

нениям, описывающим эволюцию параметров волновых пакетов [103]

iNq̇ =
∂〈Ĥ〉
∂q∗

, −iNq̇∗ =
∂〈Ĥ〉
∂q

, (1.16)

dqi
dt

=
∑
j

(N−1)ij
∂H

∂qj
. (1.17)
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где 〈Ĥ〉 = 〈Ψ|Ĥ|Ψ〉, a Nab — эрмитова норм матрица

Nab =
∂

∂q∗a

∂

∂qb
ln〈q|q〉. (1.18)

В некоторых случаях, при выборе соответствующей параметризации мно

гоэлектронной функции системы, норм-матрица (1.18) может приобретать три

виальный и неизменный во времени вид, что может существенно упростить

процесс численного решения уравнений движения.

1.3.2. Использование приближения Хартри

Наиболее простым способом конструирования волновой функции системы

является представление её в виде произведения волновых пакетов (приближе

ние Хартри):

Ψ({xk}) =
Ne∏
k=1

ϕ(xk), (1.19)

где Ne – количество электронов.

В этом приближении норм-матрица имеет аналитически вычислимый вид,

что приводит к уравнениям движения Гамильтоновой динамики, описывающих

эволюцию положения и ширины волнового пакета, а также их сопряженных

импульсов во времени

ṙk =
∂H

∂pk
, ṗk = −

∂H

∂rk
, ṡk =

∂H

∂psk
, ṗsk = −

∂H

∂sk
. (1.20)

В случае полностью ионизированной двухкомпонентной электрон-ионной
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Рис. 1.1. Зависимость энергии электрон-ионного (а) и электрон-электронного (b) взаимодей

ствия от расстояния между частицами для различных значений ширины волновых пакетов.

плазмы гамильтониан моделируемой системы имеет вид:

Ĥwpmd =

Ne∑
k=1

p̂2
k

2me
+

Ne, Ne∑
k<l

e2

|r̂k − r̂l|
−

Ne, Ni∑
k,l

Zle
2

|r̂k −Rl|
+Ki + Uii + Uext,

Hwpmd = 〈Ψ| Ĥwpmd |Ψ〉

=

Ne∑
k=1

(
p2
k

2me
+

p2sk
2me

+
9h̄2

8mes2k
− E0k

)

+

Ne, Ne∑
k<l

e2

|rk − rl|
erf

( √
3|rk − rl|√

2(s2k + s2l )
1/2

)
−

Ne, Ni∑
k,l

Zle
2

|rk −Rl|
erf

(√
3|rk −Rl|√

2sk

)

+

Ni∑
k=1

pi
2
k

2mi
+

Ni, Ni∑
k<l

ZkZle
2

|Rk −Rl|
+ Uext, (1.21)

гдеme и e масса и заряд электрона,mi и Zk масса и заряд ионов, Rk и pik положе

ние ионов и их импульс, Ni количество ионов, Ki кинетическая энергия ионов,

Uii энергия кулоновского ион-ионного взаимодействия, Uext энергия определяю

щая взаимодействие системы с внешним окружением, например с граничными

условиями.

В приближении Хартри метод МДВП очень похож на метод классической
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МД, но в котором нет явно заданного межчастичного потенциала для элек

трон-электронного и электрон-ионного взаимодействия, хотя в конечном ито

ге наблюдаемые средние гамильтониана содержат члены описывающие парное

взаимодействие этих типов частиц (рис. 1.1). Подходы к решению уравнений

движения (1.20) аналогичны используемым в классической МД и отличаются

лишь добавлением двух дополнительных дифференциальных уравнений для

описания динамики ширины волнового пакета. Динамика ионов полностью со

ответствует её классическому аналогу в МД.

1.3.3. Антисимметризация волновой функции электронов

Приближение Хартри позволяет существенно ускорить метод МДВП, но в

тоже время существенно ограничивает область применимости метода система

ми с низкой плотностью и высокой температурой [79]. Расширением диапазона

температур и плотностей, а также спектра описываемых явлений является ис

пользования антисимметризованного представления общей волновой функции

системы (АМДВП). В этом случае для описания электрона вводится ещё один

дополнительный параметр, отвечающий за проекцию спина электрона (σ = +1
2

или σ = −1
2 ). Волновая функция в этом случае имеет вид:

Ψa({xi}) = (Ne!det(O))−1
∑
σ

sign(σ)

Ne(σ)∏
k=1

ϕσk(xi) (1.22)

где Ne(σ) = Ne/2 — количество электронов со спином σ, O — матрица перекры

тия волновых пакетов okl = 〈ϕk|ϕl〉.

Норм-матрица при этом требует явного вычисления и эволюция парамет

ров системы описывается только уравнениями (1.17), которые в случае волно

вых пакетов имеют вид:

dqi
dt

=
∑
qi

(N−1)qi,qjF
e
qj
, (1.23)



39

где N — норм-матрица, вычисляемая отдельно для электронов с проекцией

спина 1/2 и −1/2

Nqiqj(σ) = −2h̄Im
[(

< (ϕi)
′

qi
|(ϕj)

′

qj
> −

Ne(σ)∑
k,l

< (ϕi)
′

qi
|ϕk > (O−1)kl < ϕl|(ϕj)

′

qj
>
)
O−1ji

]
, (1.24)

i, j = 1, ..., Ne(σ), а значения обобщенных сил получаются как производные от

гамильтониана системы

Fqi =
∂

∂q∗i
< Ψ|Ĥ|Ψ > . (1.25)

Необходимость расчета норм-матрицы оказывает существенное влияние на

вычислительную асимптотику метода, которая описывается теперь как O(N 4)

в отличии от приближения Хартри у которого время работы имеет асимптоти

ку O(N 2). Несмотря на высокую вычислительную сложность, метод АМДВП

успешно применялся для моделирования неидеальной плазмы [30,97].

Также встречаются подходы, в которых только часть наблюдаемых вели

чин вычисляется с использованием атисимметризованного представления вол

новой функции, в то время как другая часть вычисляется с использованием

приближения Хартри. Так в работах [95, 104] в приближении Хартри рассчи

тывалась потенциальная энергия электрон-электронного взаимодействия, в то

время как кинетическая энергия получалась из полностью антисимметризован

ной волновой функции.

1.3.4. Метод электронного силового поля

Наиболее простой способ учета обменных эффектов без существенной поте

ри быстродействия метода был предложен в работе [32]. Авторами было предло

жено добавить эмпирические парные потенциалы Паули для коррекции энергии
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электрон-электронного взаимодействия с учётом их спина

EPauli =
∑
σi=σj

E(↑↑)ij +
∑
σi 6=σj

E(↑↓)ij, (1.26)

E(↑↑) =
( S2

ij

1− S2
ij

+ (1− ρ)
S2
ij

1 + S2
ij

)
ΔTij, (1.27)

E(↑↓)ij =
ρS2ij

1 + S2
ij

ΔTij, (1.28)

где ΔT — изменение кинетической энергии в следствии антисимметризации, а

S — перекрытие двух гауссовых волновых пакетов:

ΔTij =
3

2

( 1

s̄2i
+

1

s̄2j

)
−

2(3(s̄2i + s̄2j)− 2x̄ij)

(s̄2i + s̄2j)
2

, (1.29)

Sij =
( 2

s̄i/s̄j + s̄j/s̄i

)3/2
exp(−x̄2ij/(s̄2i + s̄2j)). (1.30)

Значения параметров ρ = −0.2, x̄ij = xij × 1.125, s̄i = si × 0.9 получены путем

рассмотрения различий между антисимметричным и симметричным представ

лением валентных связанных состояний в предположении что основной вклад

будет от кинетической энергии.

На данный момент вышеописанный подход активно используется для мо

делирования не только неидеальной водородной плазмы, но и веществ с более

сложной электронной структурой [33].

1.3.5. Приближение волновой функции электрона несколькими

функциями Гаусса

Отдельно стоит отметить подход, в котором волновая функция каждого

электрона задается не одним гауссовым волновым пакетом, а линейной комби

нацией нескольких волновых пакетов, описанный в работах [31,102,105].

Недостатком представления электронной волновой функции с помощью

одного волнового пакета является низкая точность описания атомарных и мо

лекулярных связанных состояний, а также невозможность описания квантово
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го расщепления волновой функции, необходимого, например, для корректного

моделирования процессов ионизации и рекомбинации. В квантовой динамике,

часть электронной плотности всё ещё остаётся связанной с ядром после столк

новения, в то время как оставшаяся часть соответствует процессу ионизации

или рассеяния.

Описание подобных процессов в МДВП становится возможным при пара

метризации волновой функции электрона несколькими гауссовскими волновы

ми пакетами, каждый из которых имеет свой собственный набор параметров.

Подобный подход получил названия молекулярной динамики с расщеплёнными

волновыми пакетами (Split WPMD, SWPMD). При этом стоит отметить, что об

щая асимптотическая сложность алгоритма не меняется от изменения способа

параметризации волновой функции, но объем вычислений увеличивается из-за

необходимости обеспечить неизменную нормировку волновой функции каждого

электрона.

В методе SWPMD волновая функция электрона имеет вид:

φk(x) = n
−1/2
k

Mk∑
α=1

ckαϕkα(x), (1.31)

ϕkα(x) =

(
3

2πs2kα

)3/4

exp

{
−
(

3

4s2kα
− ips,kα

2h̄skα

)
(x− rkα)

2 +
i

h̄
pkα · (x− rkα)

}
.

где ϕkα — волновой пакет параметризующий функцию k-го электрона, Mk —

количество волновых пакетов в линейной комбинации (для каждого электрона

могут быть разные значения), а ckα — зависящий от времени коэффициент. В

результате количество параметров, описывающих один электрон, расширяется

дополнительным множеством
∑

kMk комплексных переменных ckα.

В случае представления электронной волновой функции в виде (1.31) ска

лярное произведение волновой функции саму на себя (норма волновой функ

ции) выражается как nk =
∑

α,β c
∗
kαckβokαkβ, где oiαjβ = 〈ϕiα|ϕjβ〉 — перекрытие

волновых пакетов, соответствующих i-му и j-му электронам.
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Оператор Гамильтона системы в SWPMD остаётся таким же, как и в ори

гинальном МДВП, и описывается выражением (1.21), но формулы для средних

значений, соответствующих одноэлектронной кинетической энергии и кулонов

скому парному взаимодействию, принимают вид:

tekl + teikl = 〈ϕk| T̂e + T̂ei |ϕl〉 = n
−1/2
k n

−1/2
l

∑
α,β

c∗kαclβ(t
e
kαlβ+t

ei
kαlβ), (1.32)

vklmn = 〈ϕkϕl| V̂ |ϕmϕn〉 = (1.33)

= (nknlnmnn)
−1/2

∑
α,β,γ,δ

c∗kαc
∗
lβcmγcnδvkαlβmγnδ.

Множество производных средних значений (1.21) оператора Гамильтона по па

раметрам пакетов, необходимое для решения уравнений движения волновых

пакетов, в SWPMD должно включать в себя ещё дополнительно набор произ

водных по параметрам ckα.

В качестве многоэлектронной волновой функции в методе SWPMD исполь

зуется либо представление Хартри (1.19), либо волновая функция с антисимме

тирзацией (1.22). Но даже в приближении Хартри уравнения движения име

ют вид (1.17) и требуют расчёта норм-матрицы. В этом случае норм-матрица

имеет блочно-диагональный вид с диагональными блоками, соответствующи

ми каждому электрону. Размеры блока определяются количеством волновых

пакетов Mk, представляющих электрон. Благодаря выбору гауссовской формы

волновых пакетов, элементы норм-матрицы, средние гамильтониана и их про

изводные могут быть вычислены аналитически, и не требуют дополнительного

численного интегрирования.

Метод молекулярной динамики с расщеплёнными волновыми пакетами по

казал высокую точность моделирования процесса ионизации отдельных атомов

при воздействии короткого лазерного импульса [102], превышающую точность

МДВП, однако для моделирования системы, состоящей из сотен электронов, он

остается слишком требовательным к вычислительным ресурсам и нуждается в
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серьезной оптимизации, либо в использовании дополнительных приближений.

Кроме того, авторы отмечают низкую численную устойчивость большинства

методов решения уравнений движения для расщеплённых волновых пакетов.

1.4. Квантовая молекулярная динамика, основанная на

теории функционала плотности

В этом и последующем разделе будут описаны два наиболее популярные на

сегодняшний день квантовомеханические методы моделирования неидеальной

плазмы. Первым будет рассмотрен метод функционала плотности, как наибо

лее сбалансированный по производительности и точности, а также его адапта

цию для моделирования динамики ионов в приближении Борна-Опенгеймера.

Вторым методом будет Монте-Карло в терминах интегралов по траекториям,

представляющий собой свободный от приближений, но вычислительно сложный

метод моделирования равновесных состояний вещества.

Метод функционала плотности (DFT) является точной квантово-механиче

ской теорией для системы взаимодействующих частиц во внешнем потенциале

Uext(r). Метод основан на двух теоремах [106]:

1) Для любой системы взаимодействующих частиц во внешнем потенциале

Uext(r), потенциал Uext(r) с точностью до произвольной постоянной определя

ется электронной плотностью основного состояния n0(r).

2) Энергия невырожденного основного состояния системы для любого внеш

него потенциала Uext(r) является функционалом электронной плотностиE[n(r)].

Основное состояние системы является минимумом этого функционала, кото

рый достигается при плотности, соответствующей основному состоянию систе

мы n0(r).

Из первой теоремы следует, что гамильтониан системы определяется элек

тронной плотностью основного состояния с точностью до некоторой константы,
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и, следовательно, многочастичные волновые функции для всех состояний так

же определены. Таким образом, все свойства системы полностью определяются

электронной плотностью основного состояния n0(r).

Следствием второй теоремы является то, что при известном функционале

E[n] можно определить электронную плотность основного состояния.

Функционал энергии может быть записан несколькими способами. В пер

вом варианте, предложенном в [106], выражение для E[n] имеет вид:

EHK[n] = T [n] + Eint[n] +

∫
d3rUext(r)n(r) + EII, (1.34)

где T [n] и Eint[n] функционалы определяющие кинетическую и потенциаль

ную энергию системы взаимодействующих электронов, EII — энергия взаимо

действия ионов. Минимум этого функционала определяет основное состояние

системы и ее электронную плотность.

Для упрощения процесса минимизации функционала, энергия E выража

ется через многочастичную волновую функцию Ψ:

E = 〈Ψ|T |Ψ〉+ 〈Ψ|Uint|Ψ〉+
∫
d3rUext(r)n(r) + EII. (1.35)

В этом случае минимизация проводится в два этапа. На первом этапе выпол

няется минимизация энергии на классе многочастичных волновых функций,

дающих одну и ту же электронную плотность n(r),

ELL[n] = min
Ψ→n(r)

[〈Ψ|T |Ψ〉+ 〈Ψ|Uint|Ψ〉] +
∫
d3rUext(r)n(r) + EII. (1.36)

На втором этапе выполняется поиск минимума функционала ELL по электрон

ной плотности n(r)

E = min
n(r)

ELL[n]. (1.37)

Подобная процедура минимизации применима также для вырожденного основ

ного состояния. В этом случае минимум достигается при любой электронной

плотности, соответствующей основному состоянию.
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Установление связи между электронной плотностью основного состояния

вещества и его свойствами является нетривиальной задачей. Основная пробле

ма заключается в отсутствии, в общем случае, прямой связи между кинети

ческой энергией и функцией электронной плотности. Решение этой проблемы

предложено в работе [26] путем предположения, что основное состояние си

стемы взаимодействующих частиц совпадает с основным состоянием системы

невзаимодействующих частиц, а взаимодействие можно учесть посредством об

менно-корреляционного функционала, зависящего от электронной плотности.

Задача в такой формулировке может быть решена численными методами с точ

ностью, определяемой выражением для обменно-корреляционного функциона

ла. Эта формулировка является наиболее часто используемой для построения

численных методов, основанных на теории функционала плотности.

Функционал энергии E[n] в приближении Кона-Шэма имеет вид

EKS = Ts +

∫
d3rUext(r)n(r) + EH[n] + EII + Exc[n], (1.38)

где электронная плотность определяется как

n(r) =
∑
σ

Nσ∑
i=1

|ψσi (r)|2, (1.39)

кинетическая энергия выражается формулой

Ts = −
1

2

∑
σ

Nσ∑
i=1

|∇ψσi |2, (1.40)

а кулоновская энергия взаимодействия электронов равна

EH[n] =
1

2

∫
d3rd3r′

n(r)n(r′)

|r− r′|
, (1.41)

где σ — проекция спина системы, Nσ — число состояний для заданной проек

ции спина, характеризующегося волновыми функциями ψσi (r) и собственными

значениями εσi .
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Обменно-корреляционный функционал представляет собой разность меж

ду кинетической энергией и энергией взаимодействия электронов в реальной

взаимодействующей многочастичной системе и в фиктивной системе невзаимо

действующих частиц, в которой электрон-электронное взаимодействие замене

но на энергию Хартри:

Exc[n] = 〈T̂ 〉 − Ts + 〈Ûint〉 − EH[n]. (1.42)

Для определения волновых функций ψσi (r) и собственных значений εσi ре

шается система уравнений Кона-Шэма для системы невзаимодействующих ча

стиц во внешнем поле Uσ
xc(r)

(Hσ
KS − εσi )ψσi (r) = 0, (1.43)

Hσ
KS(r) = −1

2∇
2 + Uσ

KS(r), (1.44)

Uσ
KS(r) = Uext(r) +

δEH

δn(r,σ) +
δExc

δn(r,σ) = Uext(r) + UH(r) + Uσ
xc(r). (1.45)

При известном точном выражении для Exc[n] решение системы уравнение

Кона-Шэма даёт точные значения энергии и электронной плотности основного

состояния.

На сегодняшний день существует множество вариантов аппроксимации об

менно-корреляционного функционала Exc[n]. Наиболее простым вариантом яв

ляется приближение локальной электронной плотности [26]:

Exc[n] =

∫
drn(r)εxc(n(r)), (1.46)

где εxc(n(r)) — обменно-корреляционная энергия на один электрон в точке r, за

висящая только от электронной плотности n(r) в некоторой окрестности точки

r. Данный функционал является наиболее быстро вычисляемым, но не приме

ним для описания эффектов в системах с быстро изменяющейся электронной

плотностью. Тем не менее, данный тип функционалов широко используется и

по сей день.
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Для решения уравнений Кона-Шэма используется разложение волновых

функций в базисе плоских волн. Этот базис хорошо описывает почти свобод

ные электроны и очень удобен для расчёта зонной структуры вещества. Для

описания электронов на внутренних оболочках атомов используются псевдопо

тенциалы. Метод плоских волн в сочетании с псевдопотенциальным подходом

стал одним из самых популярных методов для расчета электронной структуры,

в том числе и в квантовых МД расчетах [107].

Альтернативный подходом к решению системы уравнений (1.43)–(1.45) за

ключается в построении волновых функций многоэлектронной системы посред

ством комбинирования волновых функций отдельных атомов (метод локализо

ванных орбиталей). Существует множество разновидностей этого подхода, наи

более известным из которых является метод линейной комбинации атомных

орбиталей. Метод сильной связи также является весьма простым и быстрым

методом расчета зонной структуры вещества, и на его основе построены чис

ленные подходы, для которых время моделирования зависит от числа частиц

линейно.

Существует гибридный подход, объединяющий в себе достоинства двух

предыдущих методов. Для внутренних оболочек используется метод локализо

ванных орбиталей, а для области пространства между атомами решение нахо

дится с помощью разложения волновых функций по базису плоских волн. Этот

подход является наиболее трудоёмким, но тем не менее он активно используется

для полно-электронных вычислений и не содержит эмпирических или теорети

ческих псевдопотенциалов.

Для расчёта термодинамических функций в DFT в первую очередь рассчи

тываются числа заполнения, пропорциональные функциям Ферми-Дирака. При

известных числах заполнения можно вычислить конфигурационную энтропию,

свободную энергия и определить все интересующие термодинамические пара

метры.
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Метод функционала плотности является численным методом с асимптоти

ческой зависимостью времени выполнения расчета от размера системы равной

O(N 3). Основную вычислительную сложность представляет расчет обменно

корреляционного функционала и кинетической энергии. Одним из оптимиза

ционных допущений, позволяющих ускорить метод, а также расширить его

область применение в сторону высоких температур является использования

функционала от электронной плотности для расчета кинетической энергии (OF

DFT) [91]

Ts[n] =
3

10
(3π2)2/3

∫
n(r)5/3 dr. (1.47)

Недостатком этого подхода является снижение точности описания электронных

орбиталей.

Оригинальная формулировка DFT позволяет рассматривать только рав

новесные состояния вещества. Расширением метода для моделирования неада

иабатических процессов является зависимый от времени метод функционала

плотности (TD-DFT) [92], а также OF-DFT [93].

Динамика ионов может быть рассмотрена в методе квантовой молекуляр

ной динамики (QMD) с использованием DFT и приближения Борна-Опенгейме

ра [107]. В рамках этого приближения электронная плотность рассчитывается

при неподвижных ионах, а ионы двигаются под действием сил со стороны элек

тронов при неподвижных электронах. При этом силы, действующие на ионы,

рассчитываются на основе решения многоэлектронной квантово-механической

задачи. Такой подход оказался чрезвычайно перспективным и в результате, в

том числе с последующими модификациями, хорошо зарекомендовал себя для

расчета различных свойств веществ, показывая при этом хорошее согласие с

экспериментальными данными.

Метод QMD заключается в решении уравнений движения ионов

MIR̈I = −
∂E

∂RI
, (1.48)
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но в отличии от классической МД, где взаимодействие ионов с электронами

определяется межчастичным потенциалом, в QMD это выполняется без при

влечения дополнительных аппроксимаций.

В последние годы методом квантовой молекулярной динамики получено

большое количество результатов при моделировании термодинамических свойств

различных веществ в области жидкости и плазмы [23,108–110].

1.5. Метод Монте-Карло в терминах интегралов по

траекториям

Ещё одним подходом к первопринципному моделированию вещества яв

ляется метод Монте-Карло в терминах интегралов по траекториям (PIMC).

Этот метод получен в рамках феймановской формулировки квантовой механи

ки [111]. Основная идея метода заключается в представлении матрицы плотно

сти и, следовательно, термодинамических величин в виде интегралов по тра

екториям. Далее будет кратко описана теоретическая основа метода и способы

его применения.

Термодинамика квантово-механической системы полностью определена,

если известна статистическая сумма

Z =
∑
n

exp(−βEn), (1.49)

где β = 1/(kBT ), En — полная энергия системы в состоянии n. Для расчета

статистической суммы необходимо решить уравнение Шредингера для системы

многих тел, найти собственные значения оператора энергии и провести суммиро

вание по всем состояниям дискретного и непрерывного спектра. В связи с этим

формула (1.49) неприменима для расчета методом Монте-Карло (МК) [112].

Применение метода МК становится возможным, если статистическую сум
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му (1.49) выразить через матрицу плотности ρ(R,R′; β) [113]:

Z =

∫
V

ρ(R,R′; β))dR, (1.50)

где матрица плотности для системы N-тел выражается через волновые функции

компонентов системы ψi(R):

ρ(R,R′; β) =
∑
i

ψ∗i (R)e
−βEiψi(R

′) (1.51)

В этом случае термодинамические свойства системы могут быть рассчитаны

как

F =
1

Z

∫
dRdR′〈RF 〉R′ρ(R,R′; β). (1.52)

В общем случае, матрица плотности ρ(R,R′; β) не известна, но ее мож

но вычислить приближено. Исходя из группового свойства оператора матрицы

плотности

ρ̂ = exp(−βĤ) =
[
exp(− β

M
Ĥ)
]M
,

можно записать выражение для матрицы плотности в координатном представ

лении

ρ(R0, RM ; β) =

∫
dR1 . . . dRM−1

M∏
t=1

ρ(Rt−1, Rt; Δτ), (1.53)

где Δτ = β/M . Здесь под множеством точек {R1, R2, . . . , RM} подразумевается

путь, а под Δτ – временной шаг в мнимом временном пространстве. Данное

выражение позволяет, зная высокотемпературное приближение ρ̃ матрицы плот

ности, получить достаточно точное выражение для ρ(R,R′; β), пригодное при

меньших температурах, варьируя длину пути M [112]. Для потенциалов, огра

ниченных снизу, высокотемпературное приближение ρ̃ может быть записано в

виде [114]:

ρ̃(R, τ ;R′, τ ′) = λ−3NΔ exp
[
− π |R−R

′|2

λ2Δ
− (τ ′ − τ)U(R)

]
, (1.54)
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где λ2Δ = 2πh̄2(τ ′ − τ)/m, m – масса частицы, U(R) – потенциальная энер

гия, входящая в гамильтониан системы. Следует также отметить, что для по

лучения достаточно точного значения матрицы плотности нет необходимости

в использовании больших значений параметра M , так как выражения (1.54),

(1.53) переходят в свой классический предел уже при M = 1. Следовательно,

выбор параметра M > 1 требуется лишь тогда, когда проявляются квантовоме

ханические эффекты. Приблизительную оценку параметра M можно получить,

используя неравенства [115]:

M−1/2βλΔΦ << 1,

M−1βλΔ2Φ << 1,

где λ2 = 2πh̄2β/m, Φ – потенциал взаимодействия частиц.

Далее рассмотрим способы построения марковских цепей для расчета ста

тистической суммы в случае бозе- и ферми-систем. Каждая частица в методе

МК по траекториям представляет собой множество точек R1, R2, . . . , RM , ко

торое можно интерпретировать как замкнутую траекторию, характеризующую

частицу [114]. Характерный размер такой траектории порядка тепловой длины

волны λ. Совокупность траекторий, для дальнейших изложений, удобно пред

ставить в виде матрицы

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

R1
1, R1

2, . . . , R1
N

R2
1, R2

2, . . . , R2
N

..., ..., . . . , ...

RM
1 , RM

2 , . . . , RM
N

RM+1
1 , RM+1

2 , . . . , RM+1
N

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (1.55)

Каждый столбец матрицы A соответствует траектории частицы, число столб

цов равно числу частиц, а последняя стока матрицы равна первой: RM+1
i ≡

R1
i (i = 1 . . . N).
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Термодинамические величины выражаются через соответствующие произ

водные от свободной энергии, которая может быть получена из статистиче

ской суммы системы (1.50), а она, в свою очередь, может быть представле

на 3NM -кратным интегралом от произведения высокотемпературных матриц

плотности (1.53).

Для произвольной термодинамической функции F (N, V, β,R) из (1.52) по

лучаем выражение

F = Z−1
∫
V

· · ·
∫
V

dR1 . . . dRMF (N, V, β,R1, . . . , RM)f, (1.56)

где

f = λ−3NMΔ exp
[
− π

M−1∑
k=1

|Rk −Rk+1|2

λ2Δ
− π |R

M −R1|2

λ2Δ

]
exp

[
− β

M

M∑
k=1

U(Rk)
]

Переходя от многократных интегралов к интегральным суммам, можно

записать

Z ≈ Z̃ =
∑
Aj

u(Aj),

F =
∑
Aj

F (N, V, β, Aj)uj,

uj = Z̃−1 exp
[
− π

M−1∑
k=1

|Rk −Rk+1|2

λ2Δ

]
× exp

[
− β

M

M∑
k=1

U(Rk)
]
,

(1.57)

где каждое состояние Aj характеризуется матрицей траекторий (1.55), а суммы

берутся по всем возможным Aj. Выражения (1.57) можно рассчитать методом

Монте-Карло [116,117].

Для реализации цепи Маркова вводятся единичные переходы Ai −→ Aj

– изменение значения в одной из случайно выбранных позиций матрицы A с

учетом того, что первая и последняя строка матрицы совпадает. Вероятность

перехода pij определяется отношением uj/ui . Для рассмотрения Бозе-систем,
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используется выражение матрицы плотности с учетом эффектов обмена:

ρ(R,R′; β) = (N !)−1
∑
P

(±1)κP
∫
V

· · ·
∫
V

dR1 . . . dRM−1ρ(R, 0;R1, τ1) . . .

ρ(RM−1, τM−1;PR
′, β), (1.58)

где знак плюс относится к бозе, а знак минус — к ферми системам; κP —

четность перестановки.

Матрица (1.55) в случае Бозе-систем принимает вид:

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

R1
1, R1

2, . . . , R1
N

R2
1, R2

2, . . . , R2
N

..., ..., . . . , ...

RM
1 , RM

2 , . . . , RM
N

PR1
1, PR1

2, . . . , PR1
N

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (1.59)

Совокупность событий Aj отличается друг от друга не только значениями коор

динат, но и перестановками в последней строке матрицы. Для реализации цепи

Маркова в случае Бозе-систем вводятся два простейших перехода:

1. изменение значения одной случайно выбранной координаты в матрице

(1.59) (при этом последняя и первая строчки в матрице считаются как

одна строка);

2. перестановка координат в последней строчке матрицы при сохранении

неизменными всех значений координат в остальных (обменный шаг). Доля

таких шагов 0 < α < 1 является произвольным параметром задачи.

Вероятность переходов первого типа определяется соотношением uj/ui:

ln(uj/ui) = −πλ−2Δ (|Rk−1
l (i)−Rk

l (j)|2 + |Rk
l (j)−Rk+1

l (i)|2−

− |Rk−1
l (i)−Rk

l (i)|2 − |Rk
l (i)−Rk+1

l (i)|2)

− βM−1(U(Rk(j))− U(Rk(i))), (1.60)
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где происходило изменение координаты k-й точки на l-й траектории. Правая

часть выражения состоит из двух слагаемых: первое слагаемое учитывает из

менение кинетической энергии при переходе Ai −→ Aj, второе слагаемое учиты

вает изменение потенциальной энергии в переходе. Данное выражение в случае

Бозе-систем справедливо только при изменении промежуточных строк матри

цы.

При изменении элементов из первой строки следует учесть, что этот же

элемент находится в последней строке матрицы, но, возможно, в другом столб

це. В этом случае кинетическое слагаемое из (1.60) следует использовать в виде:

− πλ−2Δ (|RM
t (i)− PR1

l (j)|2 + |R1
l (j)−R2

l (i)|2−

− |RM
t (i)− PR1

t (i)|2 − |R1
l (i)−R2

t (j)|2),

при изменении значения R1
l , если R1

l = PR1
t . Для вероятности переходов второ

го типа отношение uj/ui выражается как:

ln(uj/ui) = πλ−2Δ

[
|yl −RM

l |2 + |ym −RM
m |2 − |ym −RM

l |2 − |yl −Rm
m|2
]
, (1.61)

где l иm – номера частиц, концы траекторий которых переставлялись и PR1
l (j) =

PR1
m(i) ≡ ym, PR1

m(j) = PR1
l (i) ≡ yl [116].

Основное оригинальное содержание описанного метода построения мар

ковской цепи заключается в том, что цепь рассматривается не только в про

странстве координат, но и в пространстве перестановок. Непосредственное сум

мирование вкладов от всех N ! перестановок практически неосуществимо, но

использование описанной цепи Маркова, позволяет ограничится лишь вклада

ми наиболее существенных перестановок [112].

Модификация метода, позволяющая рассматривать ферми-системы, была

представлена в [115] для исследования модели двухкомпонентной плазмы, со

стоящей из электронов и протонов. Данная модификация метода широко при

меняется для моделирования неидельаной плазмы [118–122]. Статистическая
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сумма двухкомпонентной системы ионов и электронов имеет вид [114]:

Z(Ne, Ni, V, β) =
1

Ne!Ni!

∑
σ

∫
V

dqdrρ(q, r, σ; β), (1.62)

где q ≡ {q1, . . . ,qNi
} – координаты ионов, а σ и r – спин и координаты элек

тронов соответственно. Матрица плотности предложена в [115,123]:

ρs(q, [r], β) = Cs
Ne

exp(−βU(q, [r], β))
M∏
l=1

Ne∏
p=1

φlpp det ||ψ
M,1
ab ||s, (1.63)

где ||ψM,1
ab ||s ≡ || exp(−π/(Δλ2e)|(ra − rb) + yna |2)||s,

U(q, [r], β) = Up
c (q) + (U e([r],Δβ) + U ep(q, [r],Δβ))/(M + 1), yna = Δλe

∑M
k=1 ξ

k
a ,

s — число электронов с одинаковым направлением спина, Cs
N — число соче

таний из N по s. Данный подход (Direct Path Integral Monte-Carlo, DPIMC)

является довольно ресурсоемким, так как на каждой перестановке необходи

мо вычислять определитель матрицы ||ψM,1
ab ||s, но он позволяет исключить из

выражения (1.58) член с переменным знаком, который приводит к возникно

вению численных ошибок, связанных с суммированием большого количества

знакопеременных и близких по модулю членов (проблеме знаков), что встреча

ется в отличных от рассмотренной, реализациях метода МК (Restricted Path

Integral Monte-Carlo, RPIMC), и вынуждающих вносить в метод ряд допуще

ний [118, 124–126]. Марковская цепь в общем случае строится похожим на рас

смотренным для бозе-систем образом, но для увеличения скорости работы ме

тода, рассматриваются иные подходы к построению цепей, которые позволяют

быстро рассчитывать вероятности одиночных переходов, не проводя вычисле

ния определителя ||ψM,1
ab ||s [112].

Отличительной чертой методов PIMC и DPIMC в частности, является то

что, эти методы не использует дополнительных физических предположений и

аппроксимаций, что позволяет изучать различные физические явления “из пер

вых принципов”. Недостатком методов является возможность рассматривать
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только равновесные процессы в моделируемых системах. Существуют методы,

имеющие схожую теоретическую основу и использующиеся в молекулярно ди

намическом моделировании (Path Integral Molecular Dynamics) [127,128], но дан

ные методы не позволяют моделировать неидеальную плазму, так как они не

могут описывать ряд квантовых эффектов, возникающих в подобных системах.



57

Глава 2

Описание модели неидеальной электрон-ионной

плазмы и метода МДВП-ФП

В данном разделе будет описана предлагаемая нами модификация мето

да молекулярной динамики с волновыми пакетами. Будет представлено теоре

тическое обоснование предлагаемого метода, включая исследование влияния

граничных условий. Также будут описаны способы применения предложенного

метода для расчета параметров моделируемых систем и предложен подход к

неравновесному расчету изоэнтропы сжатия.

2.1. Расчет обменно-коррецяционного взаимодействия на

основе функционала электронной плотности

Несмотря на большое разнообразие вариаций МДВП, получение численно

го метода с минимальным количеством приближений и хорошей производитель

ностью всё ещё остаётся актуальной задачей, так как существующие варианты

являются либо вычислительно сложными (АМДВП), либо требуют ввода эмпи

рических функционалов.

В данной работе предлагается объединить метод молекулярной динамики

с волновыми пакетами в приближении Хартри и метод функционала плотно

сти (МДВП-ФП) для учета обменно-корреляционных эффектов в моделируе

мом веществе. Идея метода МДВП-ФП заключается в добавлении к гамиль

тониану (1.21) моделируемой системы дополнительного члена, ответственного

за обменно-корреляционную энергию и представленного в форме функционала
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электронной плотности:

Hwpmd−dft = Hwpmd + Ea[n], (2.1)

где n = n(r) — общая электронная плотность. Так как в методе МДВП волно

вые функции электронов параметризованы гауссовым волновым пакетом (1.13),

то электронная плотность n(r) может быть рассчитана как сумма квадратов

волновых пакетов

n(r) =

Ne∑
k=1

ϕk(r)ϕ
∗
k(r), (2.2)

где Ne — количество электронов.

Выражение для дополнительной энергииEa[n] содержит слагаемые, описы

вающие обменную и корреляционную энергию как функционал от электронной

плотности (2.2)

Ea[n] = (Ts[n]−
∑
i

Ts[ni]) + (Exc[n]−
∑
i

Exc[ni]), (2.3)

где ni = ϕi(r)ϕ
∗
i (r) — вклад в электронную плотность от i-го волнового пакета,

Ts[n] — функционал, описывающий кинетическую энергию, Exc[n] — обменно

корреляционный функционал, аналогичный используемым в DFT. Обменно

корреляционный функционал не накладывает никаких ограничений на элек

тронную плотность, поэтому значение обменно-корреляционной энергии можно

получить не только для основного состояния вещества. Следовательно, исполь

зуя метод МДВП в представлении Хартри, мы может вычислить электронную

плотность, исходя из аналитического представления волновых пакетов, а затем

использовать ее для расчета обменно-корреляционной энергии.

Стоит отметить, что в приближении Хартри одноэлектронные волновые

функции не представляют собой собственные состояния одноэлектронного га

мильтониана в самосогласованном поле. Заполнение собственных состояний в

соответствии с принципом запрета Паули и спинами отдельных электронов не
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может быть выполнено в случае МДВП, как это делается в традиционном ме

тоде функционала плотности.

Мы используем следующее приближение для кинетической энергии. Пер

вое слагаемое в энергии Ea[n] имеет вид (Ts[n]−
∑

i Ts[ni]), где Ts[n] — кинети

ческая энергия электронного газа при нулевой температуре. В МДВП-ФП этот

член сначала рассчитывается для полной электронной плотности n(r), а за

тем сумма кинетических энергий одиночных волновых пакетов рассчитывается

по парциальным электронным плотностям ni(r) и вычитается, чтобы обеспе

чить нулевую обменную энергию для предела невзаимодействующих электро

нов. Аналогичный подход используется для электростатической части обменно

корреляционной энергии Exc. Энергия также сперва рассчитывается по общей

электронной плотности, а затем вычитаются частичные электронные вклады.

Вычитание частичных электронных вкладов как из кинетической, так и из

электростатической частей обменно-корреляционной энергии может рассматри

ваться как компенсация самодействия и может быть объяснено следующими

рассуждениями: в традиционном DFT обменно-корреляционные функционалы

Exc включают обменную Ex[n] энергию, которая рассчитывается по полной

электронной плотности и уже содержит компенсацию кулоновского самодей

ствия, которое возникает в DFT из-за расчета кулоновского взаимодействия

по электронной плотности. В МДВП кулоновское электрон-электронное взаи

модействие вводится в явном виде (1.21). В следствии этого компенсация са

модействия для члена Ex[n] не требуется. Чтобы избежать двойного учета,

энергию, компенсирующую кулоновское самодействие, следует вычесть из тра

диционных функционалов DFT, когда они адаптируются для использования в

методе МДВП-ФП.

Чтобы компенсировать двойной учет самодействия, мы использовали под

ход, представленный в работе из [129]. Благодаря тому, что в МДВП-ФП пара

метры волнового пакета известны, можно оценить частичные вклады Exc[ni(r)],
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относящиеся к i-му волновому пакету. Эти вклады впоследствии можно вычесть

из полной энергии Exc[n(r)].

В МВДП-ФП, как и в методах АМДВП и eFF, для параметризации элек

трона мы вводим дополнительный параметр σ ∈ {−1/2, 1/2}, отвечающий за

проекцию спина электрона. В большинстве случаев предполагается, что моде

лируемое вещество будет содержать электроны с разными спинами в равных

пропорциях. Это соотношение не меняется в процессе расчета.

В качестве обменно-корреляционного функционала нами выбрано прибли

жение локальной электронной плотности с учетом спина (LSDA) [129]

ELSDA
xc [n↑, n↓] =

∫
εxc(n↑, n↓)n(r) dr, n(r) = n↑(r) + n↓(r), (2.4)

где εxc = εx + εc — функция энергии от электронной плотности, содержащая

обменный εx и корреляционный εc вклады.

Расчет обменно-корреляционного функционала является основной слож

ностью методов функционала плотности и предложенного нами МДВП-ФП. В

данной работе использовалась параметризация обменно-корреляционного функ

ционала, предложенная в [129]

ζ(r) =
n↑(r)−n↓(r)

n(r) , (2.5)

εx(n, ζ = 0) = −3
4

(
3
π

)1/3
n1/3, εx(n, ζ = 1) = 21/3εx(n, ζ = 0), (2.6)

εx(n(r), ζ(r)) = εx(n, ζ = 0) + f(ζ)[εx(n, ζ = 1)− εx(n, ζ = 0)], (2.7)

где функция f(ζ) выполняет интерполяцию значений между феро- и парамаг

нитными состояниями

f(ζ) =
(1 + ζ)4/3 + (1− ζ)4/3 − 2

2(21/3 − 1)
. (2.8)

Корреляционная энергия εc описывается выражениями

εc(n(r), ζ) =


A(ζ) ln(rs) +B(ζ) + C(ζ)rs ln(rs) +D(ζ)rs, 0 < rs < 1,

γ(ζ)

1 + β1(ζ)r
1/2
s + β2(ζ)rs

, rs > 1,
(2.9)
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где rs = (3/(4πn))1/3, а ζ принимает значение 0 или 1. Для случая 0 < |ζ| < 1

используется интерполяция, аналогичная (2.7) с заменой εx на εc при соответ

ствующих значениях ζ ∈ {0, 1}. Значения коэффициентов A, B, C, D, γ, β1 и β2

зависят от параметра ζ (феро- или парамагнитное состояние) и представлены

в таблице 2.1.

Таблица 2.1. Значение коэффициентов для корреляционной энергии в параметризации [129]

Коэффициент ζ = 0 ζ = 1

A 0.0311 0.01555

B -0.048 -0.269

C 0.0020 0.0007

D -0.0116 -0.0048

γ -0.1423 -0.0843

β1 1.0529 1.3981

β2 0.3334 0.2611

На сегодняшний день существуют более точные параметризации обменно

корреляционной энергии, основанные на расчетах методами квантового Монте

Карло и имеющие явную зависимость от температуры [130]. Подобные типы

функционалов также могут быть использованы в методе МДВП-ФП, но стоит

учесть, что погрешность, вносимая параметризацией волновой функции в виде

гауссового волнового пакета, будет нивелировать высокую точность выбранно

го обменно-корреляционного функционала и не принесёт существенного увели

чения точности метода в целом. В данном случае выбор функционала LSDA

являет оптимальным решением с точки зрения соблюдения баланса между про

изводительностью метода и точностью получаемых результатов.

Для расчета кинетической энергии в добавочном члене (2.3) использует

ся приближение Томаса-Ферми, описывающее кинетическую энергию невзаи
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модействующего электронного газа в зависимости от электронной плотности

Ts[n] =
3

10
(3π2)2/3

∫
n(r)5/3 dr. (2.10)

Дополнительная энергия Ea[n] может использоваться при расчете полной

энергии системы для построения цепи Маркова в методе Монте-Карло (метод

МКВП-ФП) или же для решения уравнений движения волновых пакетов (1.20)

в методе молекулярной динамики (МДВП-ФП). Для решения уравнений дви

жения необходимо вычисление обобщенных сил, возникающих вследствие об

менно-корреляционного взаимодействия. Они могут быть получены как част

ные производные добавочной энергии E[n] по параметрам каждого волнового

пакета
∂Ea

∂q
=

(
∂Ts[n]

∂n
+
∂EXC[n]

∂n

)
∂n

∂q
. (2.11)

Важно отметить, что предложенный метод МДВП-ФП, как и оригиналь

ный метод МДВП, не использует приближение Борна-Опенгеймера и позволяет

рассматривать динамику электронов и ионов одновременно, что открывает воз

можность исследования, например, процессов электрон-ионной релаксации.

2.2. Ограничение ширины волновых пакетов за счет

применения отражающих граничных условий

Одним из важных параметров численного метода являются граничные

условия. Особенно это критично для молекулярной динамики с волновыми па

кетами. Как и в оригинальном методе МДВП, так и в предлагаемом новом под

ходе МДВП-ФП, у волновых пакетов, соответствующих слабосвязанным элек

тронам, наблюдается неограниченное увеличение ширины или “расплывание”

пакета. С одной стороны, расплывание отражает квантовую природу электро

нов и является естественным поведением свободного волнового пакета. С другой
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стороны, это является существенной проблемой для численных расчётов. При

достижении шириной волнового пакета размера, сравнимого с длиной ячейки

моделирования, соответствующий электрон перестает взаимодействовать с дру

гими частицами и фактически выпадает из моделирования.

Наиболее распространённые периодические граничные условия (ПГУ), ис

пользуемые в классической и квантовой молекулярной динамике, в данном слу

чае приводят к нефизичной неограниченности системы, к которой волновые

пакеты чувствительны. В реальной системе волновая функция электрона огра

ничена взаимодействием с границами вещества, чего нет при использовании

периодических граничных условий.

На сегодняшний день существует несколько способов решения этой про

блемы. Первый из них был предложен в исходном алгоритме МДВП [131], где в

гамильтониан системы (1.21) был введён дополнительный гармонический член

ΔH =
∑Ne

k=1

(
9h̄2s2k

)
/
(
8mes

4
0

)
, где s0 — параметр, ограничивающий ширину вол

нового пакета. Аналогичный подход используется в коде eFF [32]. Как показано

в [96], значение s0 может сильно повлиять на результаты моделирования, такие

как частота столкновений, проводимость плазмы и т. д.

Альтернативный подход был предложен в [68, 96] и заключается в замене

ПГУ на гармонический отражающий трехмерный потенциал, который не толь

ко удерживает положение частиц в пределах ячейки моделирования, но и огра

ничивает ширину волнового пакета (рис. 2.1)

Uwall(x) =

 k(|x| − L/2)2, |x| > L/2,

0, |x| ≤ L/2,
(2.12)

где L = n
−1/3
e Ne - граница ячейки моделирования.

Параметр k в отражающем потенциале (2.12) определяет силу воздействия

потенциала на волновые пакеты и классические ионы. Граничные условия в

виде отражающего потенциала оказывают влияние на динамику электронов, но
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Рис. 2.1. Расчетная ячейка с гармоническим ограничивающим потенциалом (темно-красные

кривые). Средняя электронная плотность для равномерно распределенных электронов пока

зана синей пунктирной линией, зеленая пунктирная линия — пример электронного профиля,

полученного в моделировании путем усреднения по времени.

только в небольшой области, вблизи границы ячейки. Как видно из рисунка 2.1,

в среднем ширина волнового пакета меньше в области стенки, чем в центре

ячейки.

Для изучения влияния отражающего потенциала на равновесные и дина

мические свойства вещества была выполнена серия расчетов энергии двухком

понентной водородной плазмы методом классической молекулярной динамики.

Использование классической МД обосновано высокой вычислительной произво

дительностью метода, что позволяет рассматривать сходимость термодинами

ческих параметров моделируемых систем от их размера в широком диапазоне.

Полученные результаты показывают (рис. 2.2), что использование отража

ющих граничных условий приводит к возникновению дополнительной ошибки,

пропорциональной N−1/3, у наблюдаемых значений энергии и давления, но тем
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Рис. 2.2. Средняя энергия (a), (c) и давление (b), (d) в зависимости от количества ионов в

моделируемой системе с периодическими граничными условиями (кружки) и отражающим

потенциалом (2.12) (треугольники) для плазмы с параметрами неидеальности Γ = 1.28 (a),

(b) и Γ = 0.26 (c), (d). Пунктирные линии отображают предельный уровень энергии при

стремлении размера системы к бесконечности. Сплошные красные кривые представляют об

ратную кубическую аппроксимацию энергии и давления. Ромбы соответствуют значению

энергии во внутренней области ячейки, вдали от приграничного слоя, при использовании

отражающего потенциала. Вертикальные кресты ошибок отображают уровень термодинами

ческих флуктуаций. Pid = NkBT/V — давление идеального газа.

не менее всё ещё наблюдается сходимость энергии и давления с ростом числа

частиц. Ошибка, вносимая отражающим потенциалом, может быть учтена либо

путём увеличения размеров системы, либо использованием только внутренней

области моделируемой ячейки для расчета необходимых величин.

Полученные результаты для метода классической молекулярной динамики

справедливы и для МДВП-ФП, в котором, помимо сходимости энергии, также
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наблюдается сходимость распределения ширины волновых пакетов (рис. 2.3).
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Рис. 2.3. Зависимость внутренней энергии водородной плазмы от размера системы и распре

деление ширины волновых пакетов; вставка показывает зависимость положения максимума

распределения от размера системы. ne = 1021 см−3, T = 30000 K.

Таким образом, несмотря на то, что потенциал (2.12) вносит дополнитель

ные искажения в моделируемую систему, его влияние более контролируемо, чем

влияние ограничения ширины пакета в методе eFF. Вследствие этого, ограничи

вающий потенциал был более предпочтительным выбором в качестве решения

проблемы неограниченного уширения волновых пакетов. Более того, подобная

замкнутая система не является полностью искусственной, она соответствует,

например, кластерной наноплазме или плазме в электромагнитной ловушке.

2.3. Расчет термодинамических величин для

пространственно ограниченной плазмы

2.3.1. Определение средней плотности электронов

Степень воздействия граничных условий (2.12) определяется величиной

параметра k. Если значение k слишком велико, то возникают большие силы,

действующие на частицы, что дестабилизирует шаг по времени в молекуляр

ной динамике. Малые значения k не удерживают частицы внутри ячейки. Это
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приводит к изменению профиля электронной плотности, который, в свою оче

редь, оказывает влияние на наблюдаемые величины.

Из-за отражения волновых пакетов от границ, концентрация электронов

имеет пик в центре ячейки и спад в области, близкой к границам. В отличие

от классических частиц волновые пакеты взаимодействуют со стенкой до то

го, как пересекут ее, и поэтому концентрация электронов вблизи края ячейки

уменьшается. В результате эффективный объем, занимаемый электронной под

системой, также уменьшается. Как следствие, электронная плотность в центре

ячейки может быть больше, чем изначальное значение n = Ne/V , где V - объем

ячейки моделирования без границ. Увеличение размеров системы приводит к

нивелированию эффектов неоднородности, но увеличивает объем вычислений.

Эта проблема становится еще более существенной при рассмотрении плаз

мы с большой плотностью ne ≥ 1023 см−3. На рисунке 2.4 показаны профили

электронной плотности для ne = 3.55×1024 см−3 и различных значений парамет

ра стенки k. При малых значениях k часть электронной плотности находится за

пределами ячейки, что приводит к существенному уменьшению средней плотно

сти. С увеличением значений параметра k, средняя плотность возвращается её

целевым значениям, но в профиле электронной плотности формируются суще

ственные неоднородности с амплитудой, прямо зависящей от параметра k. Все

эти типы искажений электронного профиля влияют на свойства плазмы, полу

ченные в результате моделирования, такие как давление или корреляционные

функции, и поэтому их следует учитывать.

Для учета искажений электронной плотности предлагается альтернатив

ный подход к её расчету и выбор оптимального параметра k. В МДВП-ФП

электронная плотность может быть рассчитана несколькими путями. Первый

из них, традиционный подход для методов с ПГУ, заключается в подсчете ко

личества электронов в объеме ячейки моделирования и расчете выражения

ne = Ne/V . В случае использования отражающего потенциала это приводит
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Рис. 2.4. Профили электронной плотности для различных параметров отражающего потен

циала k. Средняя электронная плотность ρ = 11.9 g/cm−3 (ne = 3.55 · 1024 cm−3) показано

синей пунктирной линией, температура T = 38240 K. Сплошные черные линии — расположе

ния границ ячейки моделирования, пунктирные линии представляют положения середины

ребра ячейки.

к удручающим результатам: при изменении только параметра k, рассчитывае

мые в ходе моделирования значения давления P возрастают, при постоянной

электронной плотности ne = Ne/V и температуре T (см. рис. 2.5). В резуль

тате складывается ощущение, что физическая величина начинает зависеть от

параметра численной схемы, но это не так.

Основной причиной такого результата является то, что выражение для ана

литического расчета средней плотности ne = Ne/V не соответствует реальной

электронной плотности в ячейке, из-за наличия приграничной области с практи

чески нулевой плотностью. Так как в МДВП-ФП электроны представлены вол

новыми пакетами, то появляется альтернативный способ расчета электронной
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плотности, используя выражение (2.2). В этом случае средняя концентрация

электронов задается выражением:

〈ne(r)〉V, t =
1

V

Lx/2∫
−Lx/2

Ly/2∫
−Ly/2

Lz/2∫
−Lz/2

n(r)dr ≤ ne, (2.13)

где значение n(r) определено в (2.2) и не превышает ne за счет исключения

части электронной плотности, находящейся за пределам расчетной ячейки. Ин

декс t означает усреднение по времени.

Рис. 2.5. Расчетные значения давления при различных параметрах стенки k в зависимости

от плотности электронов, рассчитанные как ne = Ne/V — кружки, ne = 〈ne(r)〉V, t (2.13)

— треугольники, ne = 〈ne(r)〉V/8, t (2.14) — звездочки. Параметры дейтериевой плазмы: ρ =

11.9 g/cm−3, T = 34240 K.

При использовании выражения (2.13) для оценки средней электронной

плотности получается физически корректная зависимость термодинамических

величин (в данном случае давления) от плотности (см. треугольники на рис. 2.5).

Полученные в результате моделирования точки лежат близко к изотерме T =
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const, но только для малых значений параметра k, где электронный профиль

близок к однородному и заполняет всё пространство моделируемой ячейки. Для

больших значений k ≥ 0.1 МэВ, профиль плотности вблизи границ становится

сильно неоднородным. Основная масса частиц в этом случае находится в центре

ячейки, при этом вычисление интеграла (2.13) по всему пространству ячейки

приводит к тем же проблемам, что и расчет плотности по формуле ne = Ne/V .

Поскольку неоднородности электронного профиля расположены в основ

ном у стенок, то можно ограничить пространство интегрирования (2.13) только

внутренней областью ячейки, показанной на рисунке 2.4 пунктирными верти

кальными линиями

〈ne(r)〉V/8, t =
8

V

Lx/4∫
−Lx/4

Ly/4∫
−Ly/4

Lz/4∫
−Lz/4

n(r)dr. (2.14)

При использовании выражения (2.14), как видно из рисунка 2.5, для ма

лых значений k электронная плотность довольно однородна и 〈ne(r)〉V/8, t ≈

〈ne(r)〉V, t в то время как для больших k значение 〈ne(r)〉V/8, t более точно при

ближает получаемую в результате моделирования электронную плотность.

На основе этих оценок для моделирования неидеальной плазмы предлага

ется использовать параметр стенки k = 68 keV/Å и значение 〈ne(r)〉V/8, t в каче

стве средней электронной плотности. Подобный выбор параметра k и способа

расчета концентрации электронов позволяет учесть возникающие граничные

эффекты без существенного увеличения моделируемых систем.

2.3.2. Расчет давления

Использование отражающих граничных условий позволяет выполнить рас

чет некоторых термодинамических величин альтернативным способом.

В большинстве моделей классической МД с периодическими граничны

ми условиями давление вычисляется с помощью вириального выражения из
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межчастичных сил (1.12) [20]. Этот подход не применим в методе МДВП-ФП

с отражающими граничными условиями, так как переход от вириальной тео

ремы к выражению (1.12) не волне обоснован из-за наличия границ ячейки.

В целом, можно использовать (1.12) для частиц, находящихся внутри ячейки,

вдали от приграничного слоя, но тогда возникает вопрос определения частиц (в

особенности волновых пакетов), принадлежащих этой области. В свою очередь,

ограничивающий потенциал (2.12) позволяет непосредственно рассчитать дав

ление в системе, оценив силы Fwall
α , действующие на частицы со стороны стенок

вдоль каждой оси α

P =
1

3

〈 ∑
α=x,y,z

|Fwall
α |
Sα

〉
, (2.15)

где Sα - площадь соответствующей грани ячейки моделирования.

Зависимость давления водородной плазмы от параметра неидеальности,

полученная методом МДВП-ФП и представленная на рисунке 2.6, показывает,

что для малых плотностей выбор способа расчета давления не оказывает су

щественного влияния на получаемый результат, но при возрастании параметра

неидеальности расчёт через граничные условия оказывается ближе к теорети

ческой кривой из работы [132].

2.4. Моделирование изоэнтропического сжатия и ударной

адиабаты

Одной из задач, позволяющей сопоставить результаты компьютерного мо

делирования неидеальной плазмы с экспериментальными данным, является по

строение изоэнтропы сжатия и ударной адиабаты вещества. Предложенный ме

тод МДВП-ФП может быть успешно применён для конструирования этих кри

вых. Для ускорения расчета изоэнтропы предлагается использовать динамиче

ский подход к моделированию изоэнтропического сжатия плазмы, описанный
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Рис. 2.6. Давление водородной плазмы в зависимости от параметра неидеальности, рас

считанное с использованием уравнения (2.15) (красные треугольники) и (1.12) (синие тре

угольники). Сплошные линии представляют аналитические зависимости давления от пара

метра неидеальности в приближении идеального газа (черная кривая) и в приближении,

предложенном в работе [132]. Зелёные треугольники отображают результаты классического

молекулярно-динамического моделирования [20]. P1 = kBT (kBT/e
2)3 — обезразмеривающая

постоянная.

ниже.

На сегодняшний день расчет кривой постоянной энтропии не может быть

получен напрямую из атомистического моделирования [133]. Наиболее распро

страненным подходом к теоретическому получению изоэнтропы, активно ис

пользуемым в QMD [134], является метод Ферми-Зельдовича. Подход основы

вается на численном решении уравнения

dT

dV

∣∣∣∣
S

= −T
(
∂P

∂E

)
V

, (2.16)

где P (ρ, T ) и E(ρ, T ) — давление и внутренняя энергия как функции плотности

и температуры.
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Метод Ферми-Зельдовича может быть успешно применён в комбинации с

МДВП-ФП. Для этого необходимо построить двумерную сетку значенийE(ρ, T )

и P (ρ, T ), варьируя параметры температуры и плотности так, чтобы они по

крывали диапазон параметров, в котором будет рассчитываться изоэнтропа.

Каждая из точек сетки соответствует равновесной системе с заданными пара

метрами ρ и T , так что можно использовать как алгоритм МДВП-ФП, так и

МКВП-ФП.

Полученная сетка значений E(ρ, T ) и P (ρ, T ) аппроксимируется сплайна

ми и используется для итерационного решения уравнения (2.16) с некоторой

начальной точки ρ0 и T0. В качестве начальной точки подбираются значения,

соответствующие плотности вещества, наблюдаемой в эксперименте в начале

сжатия. Температура подбирается таким образом, чтобы рассчитанное давле

ние соответствовало экспериментальным значениям. В результате получается

множество точек Piso(ρ, T ) и Eiso(ρ, T ), представляющих собой состояния веще

ства с постоянной энтропией в процессе сжатия. Точность получаемой кривой

можно повысить, добавив дополнительные точки на сетке значений E(ρ, T ) и

P (ρ, T ).

Приведённый подход позволяет получить кривую сжатия с высокой точно

стью, но требует большого объема вычислений для построения сетки со значе

ниями энергии и давления. Также необходимо иметь приблизительные оценки

диапазона плотностей и температур, в пределах которых выполняется построе

ние изоэнтропы.

Альтернативным способом, опирающимся только на начальное значение

плотности ρ0 и давления P0, может быть прямое моделирование изоэнтропи

ческого сжатия. Суть метода заключается в непосредственном моделировании

процесса сжатия плазмы из заданного начального состояния (ρ0, T0) и расчета

её параметров в процессе. Схематически процесс моделирования представлен

на рисунке 2.7 и состоит из серии последовательных процессов, повторяемых
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циклически:

1. сжатие вещества путем сдвига нуля отражающего потенциала внутрь

ячейки на некоторое малое значение δr (красные вертикальные линии);

2. релаксация для устранения возмущений, вызванных скачкообразным из

менением положения нуля потенциала (синие участки кривой);

3. усреднение термодинамических величин Eave, Pave, Tave и плотности ρ, вы

численной из выражения (2.14), в полученной равновесной системе (зелё

ные участки кривой).

Полученное множество точек Pave(ρ, Tave) и Eave(ρ, Tave) может быть искомой

кривой.
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Рис. 2.7. Полная энергия плазмы как функция времени для алгоритма сжатия-релаксации

изоэнтропического расчета. Цвета показывают стадии сжатия (красный), релаксации (синий)

и состояния равновесия.

Преимуществом этого подхода является время расчета изоэнтропы. Оно
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существенно меньше, чем в методе Ферми-Зельдовича, так как необходимо рас

считывать всего одну траекторию, хоть и достаточно длинную. Также началь

ным параметром для метода является только одна экспериментальная точка.

Значение начальной температуры подбирается аналогичным вышеописанному

методом.

Рис. 2.8. Давление как функция плотности электронного числа для различных скоростей

сжатия.

Недостатком метода является необходимость использования достаточной

медленной скорости сжатия, чтобы гарантировать, что система проходит через

ряд равновесных состояний. Рисунок 2.8 демонстрирует, как скорость сжатия

δr влияет на результат расчета изоэнтропы. Как видно из рисунка, наблюдает

ся сходимость кривых P (ρ) с уменьшением скорости сжатия, и при скоростях

δr = 0.005 Å/фс и δr = 0.002 Å/фс различие между соответствующими кривы

ми не превышает статистической погрешности расчёта давления, равной 13%.

Это позволяет сделать вывод, что дальнейшее уменьшение скорости сжатия не
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целесообразно и приведёт к увеличению объема вычислений без соответствую

щего улучшения результатов.

Оценка скорости сжатия также требует выполнения вычислений, но дли

на траекторий в этом случае может быть меньше, чем для основного расчёта.

Несмотря на эти дополнительные вычисления, итоговое время получения изо

энтропы всё еще меньше, чем при использовании метода Ферми-Зельдовича.

Расчет ударной адиабаты вещества методом МДВП-ФП заключается в ре

шении уравнения Гюгонию (1.6) при выбранных начальных значениях (ρ0, P0, E0)

таким образом, чтобы соответствовать экспериментальным данным. При фикси

рованной температуре T и переменном эффективном объеме v рассчитывается

значение функции H(v, T ) путем моделирования равновесного состояния веще

ства с заданными параметрами. Значения функции H(v, T ) аппроксимируются

квадратичным полиномом, и находятся нули полученной аппроксимации. Зна

чения плотности, давления и температуры будут представлять собой состояние

вещества за фронтом ударной волны. Аналогичная процедура повторяется для

других значений температуры и множество точек P , ρ и T , полученных таким

образом, формируют ударную адиабату.

Динамический расчет кривой Гюгонио хоть и встречается в некоторых

работах, но не нашел широкой популярности из-за высокой вычислительной

сложности для моделирования взаимодействия ударника с исследуемым веще

ством.
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Глава 3

Создание эффективного вычислительного

алгоритма на базе метода МДВП-ФП

Данный раздел посвящен программной реализации метода МДВП-ФП,

описанного в предыдущей главе. В разделе будет приведено описания алго

ритма расчета динамики электронов и ионов, а также его оптимизации для

увеличения быстродействия метода. Особое внимание будет уделено многоядер

ным вычислительным системам с графическими ускорителями. В конце раз

дела будут представлены результаты тестирования быстродействия метода и

сравнение быстродействия МДВП-ФП с квантовой молекулярной динамикой

из пакета VASP.

Алгоритм гибридного метода МДВП-ФП можно разделить на три основ

ных части:

1. Расчет кулоновского взаимодействия между волновыми пакетами и иона

ми в приближении Хартри.

2. Построение пространственной сетки и расчет значений электронной плот

ности, обменно-корреляционной и добавочной кинетической энергии, за

висящих от электронной плотности;

3. Решение уравнений движения (1.20) в МДВП-ФП [29] или построение цепи

Маркова в МКВП-ФП [97].

Задача расчета кулоновского взаимодействия решается во многих рабо

тах по классической МД и методам МДВП. Для нее создан ряд алгоритмов

оптимизации и распараллеливания, в том числе с применением графических

ускорителей [20]
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3.1. Расчет обменно-корреляционного взаимодействия

Дополнительный член гамильтониана (2.3) рассчитывается путем интегри

рования обменно-корреляционных функционалов, зависящих от электронной

плотности, по пространству. Несмотря на то, что метод МДВП-ФП использу

ет волновые гауссовые пакеты для параметризации волновой функции и, соот

ветственно, вычисления электронной плотности, получить аналитическое выра

жение для интегралов (2.4) и (2.10) не представляется возможным. Поэтому

вычисление добавочных энергий в метод МДВП-ФП выполняется с использо

ванием численного интегрирования по трехмерной пространственной сетке. В

качестве метода интегрирования был выбран метод Симпсона, как оптималь

ный по вычислительной сложности и предоставляемой точности.

Ea[n] =

Mx∑
i=1

My∑
j=1

Mz∑
k=1

Eijk
a [n(rijk)], (3.1)

где i, j, k — пространственные индексы сетки, Mx,My,Mz — количество узлов

сетки в соответствующих направлениях, n(rijk) (см. рис. 3.1) электронная плот

ность в узле сетки rijk, заданная выражением

nijk = n(rijk) =

Ne∑
k=0

∫ xi+h/2

xi−h/2
dx

∫ yj+h/2

yj−h/2
dy

∫ zl+h/2

zl−h/2
dzϕk(r)ϕ

∗
k(r), (3.2)

r = {x, y, z}.

Энергия Eijk
a определена как

Eijk
a [n(rijk)] =

∫ xi+h/2

xi−h/2
dx

∫ yj+h/2

yj−h/2
dy

∫ zl+h/2

zl−h/2
dz Ea(n

ijk). (3.3)

Значения производных добавочной энергии Ea (2.11) также рассчитываются

путем численного интегрирования соответствующих величин.

Время работы алгоритма τ(Ne) = τ1(Ne) + τ2(Ne) в основном определя

ется частями 1 (расчет кулоновского взаимодействия) и 2 (численное инте
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Рис. 3.1. Распределение электронной плотности в ячейке.

грирование обменно-корреляционных функционалов), которые имеют различ

ную зависимость от числа волновых пакетов Ne. При количестве моделируе

мых электронов Ne ≥ 1000, время работы метода определяется зависимостью

τ1(Ne) = O(N 2
e ), то есть имеет квадратичную зависимость от числа волновых

пакетов. При количестве электронов менее 100 вклад τ1 становится пренебре

жимо мал по сравнению с временем τ2(Ne) = O(Ne), затраченным на расчет

электронной плотности и на численное интегрирование по пространственной

сетке для расчета Ea[n].

3.2. Оптимизация расчетов на пространственной сетке

Для вычисления Ea[n] выполняется численное интегрирование с исполь

зованием пространственной 3d сетки, которая построена в объеме V = Lx ×
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Ly × Lz, занимаемом моделируемой системой с размерами вдоль осей Lx, Ly и

Lz. Так как объем моделирования ограничен отражающим потенциалом (2.12),

который не является абсолютно жестким, то волновые пакеты могут частично

выходить за пределы пространства, ограниченного объемом V . Чтобы не “поте

рять” электронную плотность и не допустить скачков энергии, связанных с вы

ходом пакета за пределы изначально заданной области, пространственная сетка

конструируется так, чтобы охватывать область за пределами V . Оптимальным

выбором будет покрытие области Vnumeric = (1.5Lx)× (1.5Ly)× (1.5Lz). Множи

тель 1.5 позволяет учесть электронную плотность за пределами ячейки модели

рования и не добавляет большого количества ненужных вычислений, связанных

с интегрированием в пространстве с нулевой электронной плотностью. В даль

нейшем будет предложен подход к конструированию сетки, в котором подобных

проблем не возникает.

Шаг пространственной сетки δh выбирается таким образом, чтобы достичь

оптимального баланса между быстродействием метода и точностью рассчиты

ваемых значений. В общем случае значения параметра δh можно получить ите

рационным способом, исследуя зависимость термодинамических величин от δh

при заданной температуре и плотности. Такой подход требует проведения до

статочно ресурсоёмких вычислений.

Шаг сетки δh можно оценить из распределения ширины волновых паке

тов (рис. 2.3b). Так, в большинстве случаев, значение δh, равное половине ми

нимальной ширины волнового пакета, обеспечивает достаточную точность рас

чета и не приводит к численным ошибкам. Исключением может быть система

с большим количеством пакетов с одинаковой шириной, равной минимальной,

что редко наблюдается при моделировании реальных систем. Приближенное

значение минимальной ширины пакета определяется из дополнительных рас

четов методом МДВП в приближении Хартри без использования добавочной

энергии из функционала плотности. Этот подход не применим для систем с



81

высокой плотностью, так как при ne ≥ 1023 см−3 метод МДВП приводит к чис

ленной неустойчивости и нефизичному распределению электронов в ячейке.

Для концентрации электронов 1021 − 1022 см−3 и температуры порядка

104 − 105 K оптимальное значение δh составляет 0.01 нм, что соответствует

размеру пространственной сетки Mx ×My ×Mz ≈ 200 × 200 × 200. Подобные

размеры сетки на несколько порядков увеличивают время расчета τ2 по срав

нению с τ1.

Недостатком пространственной сетки с фиксированным шагом δh являет

ся добавление избыточных вычислений в областях, где электронная плотность

однородна. Также использование сетки с фиксированным шагом может приво

дить к численным ошибкам, связанным с потерей вклада в электронную плот

ность волнового пакета с шириной меньше δh, находящегося в междоузлии. Эта

ситуация редко возникает при молекулярно-динамическом расчете и коррект

ном выборе шага сетки, но в случае алгоритма Монте-Карло с варьированием

ширины волнового пакета это частое явление. Поэтому в методе МКВП-ФП

приходится искусственно ограничивать множество значений ширины волново

го пакета.

Более эффективной альтернативой регулярным пространственным сеткам

с постоянным шагом являются адаптивные сетки, в которых размер шага зави

сит от градиента локальной электронной плотности (рис. 3.2). Так, в области,

где электронная плотность однородна, размер сетки может быть достаточно

большим (больше ширины волновых пакетов в этой области), при сохранении

точности вычислений. Для пакетов с малой шириной или области пространства

с высокой степенью неоднородности сетка, наоборот, будет иметь мелкий шаг,

достаточный для обеспечения учета вклада всех волновых пакетов. Использова

ние переменного шага при построении сетки позволяет устранить избыточные

вычисления при моделировании, а также не требует проведения дополнитель

ных расчетов по определению параметра δh.
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Рис. 3.2. Схематическое изображение покрытия пространства регулярной (черные линии) и

адаптивной (красные линии) сеткой. Положение вертикальных линий соответствует положе

нию углов сетки, в которых рассчитываются значения интегрируемых функций. Огибающая

кривая представляет собой профиль электронной плотности.

Основную сложность в построении адаптивной сетки составляет проце

дура объединения/разбиения ячеек сетки. В общем случае она требует пред

варительного выполнения расчета значений электронной плотности и ее про

изводных в узлах регулярной сетки с последующими операциями объедине

ния/разбиения, но использование гауссовых волновых пакетов позволяет сде

лать приближенные оценки градиента электронной плотности в выбранной точ

ке, на основании которых можно выполнять процедуру разбиения без предва

рительных вычислений.

Построение адаптивной сетки начинается с формирования кубических об

ластей пространства, покрывающих объем, занимаемый моделируемой систе

мой, с учетом возможности выхода электронной плотности за его пределы.

Каждая кубическая область делится на 8 равных частей (длина ячейки по каж
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дому направлению уменьшается вдвое), получая 8 новых кубических областей,

заменяющих собой исходную, после чего процесс повторяется заново уже для

новых областей. Эти действия выполняются до тех пор, пока для разделяемой

ячейки выполнимы следующие условия:

1. существует волновой пакет с положением rαi внутри ячейки размера δh

и центром в точке Cα ( ∃i ∈ 1 . . . Ne : Cα − δh/2 ≤ rαi ≤ Cα + δh/2),

α = {x, y, z};

2. существует волновой пакет с центром на расстоянии, не превышающим

A × si от границы ячейки Cedge, где si — ширина пакета (∃i ∈ 1 . . . Ne :

|Cedge− ri| < Asi), вектор Cedge определяется как ближайшая точка куба,

представляющего разделяемую ячейку.

Для предотвращения неограниченного разделения ячеек сетки вводится

условие, определяющее минимальный размер ячейки адаптивной сетки как про

изведение минимальной ширины волновых пакетов в окрестности рассматрива

емой ячейки на некоторый параметр δh ≥ Bmini=1...Ne
(si).

Параметры A и B определяются формой волнового пакета и не зависят от

параметров моделируемой системы, таких как плотность и температура. Зна

чения A и B подбираются таким образом, чтобы достичь сходимости вычис

ляемых значений добавочной энергии Ea[n]. Рекомендуемые значения парамет

ров A и B, полученные в процессе исследования поведения энергии Ea, равны

A = 0.7 и B = 0.4. Такой выбор обеспечивает максимальное быстродействие

при сохранении точности расчета.

Описанный подход к разбиению позволяет сократить количество ячеек

пространственной сетки в 103 раз для равновесной неидеальной плазмы с кон

центрацией электронов 1021 − 1022 см−3 и температурой T ≈ 104 K, что суще

ственно сказывается на увеличении быстродействия метода.
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Для расчёта производных энергии Ea по параметрам пакета, необходимых

для решения уравнений движения (1.20), используются сетки малого размера,

связанные с центром волнового пакета. Такое решение обусловлено быстрым

затуханием функции ∂Ea/∂q в зависимости от расстояния до центра пакета,

где q ∈ {r,p, s, ps}. Экспериментально установлено, что оптимальный размер

сетки равен Mx × My × Mz = 11 × 11 × 11 узлов, покрывающих область на

расстоянии Lx,y,z = 2.5s от центра волнового пакета, где s — его ширина.

3.3. Использование многопроцессорных вычислительных

систем и графических ускорителей

Сеточные вычисления являются очень ресурсоемкой задачей, требующей

большого количества времени. Это связано с большими размерами сеток и слож

ностью арифметических операций, выполняемых для каждого узла сетки. Од

ним из путей уменьшения времени вычислений является создание параллельно

го алгоритма, ориентированного на выполнение на вычислительных системах

с общей и распределённой памятью. Подобные системы представляют собой

суперкомпьютеры с множеством вычислительных узлов, оборудованных много

ядерными центральными процессорами, и, в некоторых случаях, графическими

ускорителями, адаптированными для выполнения общих вычислений.

В случае метода МДВП-ФП распараллеливание выполнялось в двух на

правлениях:

• декомпозиция по парам частиц для расчета кулоновского взаимодействия

на многоядерных (и многопроцессорных) вычислительных системах;

• декомпозиция по пространству и распараллеливание с использованием

графических ускорителей для расчета обменно-корреляционной энергии

путём численного интегрирования.
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Ускорение расчета кулоновского взаимодействия реализовано путем разде

ления всевозможных пар частиц (волновых пакетов и ионов) на блоки пример

но равного размера. Для каждой пары из блока, независимо от других, может

быть вычислена энергия взаимодействия, используя выражение (1.21), которая

потом будет просуммирована с остальными. Это позволяет выполнять расчет

взаимодействия параллельно для множества различных пар частиц, а для ми

нимизации обмена между вычислительным узлами, пары частиц объединяются

в блоки.

Формирование пар частиц опирается на их пространственное расположе

ние. Каждый вычислительный узел имеет свою область пространства, содержа

щую частицы (в количестве Nl), для которых выполняется не только расчет вза

имодействия с остальными, но и интегрирование уравнений движения (локаль

ные частицы). Набор локальных частиц формирует блок из Nl(Nl−1)/2 пар, к

котором добавляется еще Nl(N−Nl) пар частиц, описывающих взаимодействие

локальных частиц с остальными, присутствующими в моделируемой системе.

Это сформированное множество пар обрабатывается соответствующим парал

лельным процессом. Теоретическое ускорение, получаемое при использовании p

процессов (вычислительных ядер), можно оценить в приближении отсутствия

расходов на обмен данными как:

R(p) =
p2(N − 1)

p(2N − 1)−N
. (3.4)

Второе направление оптимизации алгоритма метода заключается в исполь

зовании графических ускорителей (ГУ) для выполнения численного интегриро

вания. Графические ускорители, благодаря своей аппаратной и программной

архитектуре, позволяют практически одновременно выполнять некоторое коли

чество несложных арифметических операций над большими объемами незави

симых друг от друга данных. Так как в методе МДВП-ФП вычисление значений

подинтегральных функций в узлах пространственной сетки (регулярной или
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адаптивной) выполняется независимо от других узлов, то данная задача эф

фективно решается ГУ путём сопоставления некоторой области сетки одному

из сотен вычислительных ядер ускорителя (рис. 3.3).

Рис. 3.3. Схематическое изображение процесса вычисления обменно-корреляционной энер

гии Ea[n] и её производных на графическом ускорителе.

Процесс выполнения сеточных вычислений с использованием графическо

го ускорителя на каждом шаге моделирования происходит по следующей схеме:

1. построение регулярной или адаптивной пространственной сетки с исполь

зованием центрального процессора (ЦП);

2. передача параметров пакета и координат узлов пространственной сетки

на графический ускоритель;

3. вычисление электронной плотности (3.2) и добавочной энергии (3.1) в уз

лах пространственной сетки на графическом ускорителе;

4. выполнение алгоритма параллельного суммирования значений в узлах

сетки с использование ГУ;

5. формирование сеток, связанных с волновыми пакетами, для вычисления

обобщенных сил и передача их координат на ГУ (используется ЦП);
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6. расчет обобщенных сил (2.11) на графическом ускорителе;

7. возврат к алгоритму метода МДВП в приближении Хартри.

3.4. Интеграция с пакетом LAMMPS и исследование

быстродействия метода

Программная реализация предлагаемого метода МДВП-ФП была выпол

нена на базе пакета Large-scale Atomic/Molecular Massively Parallel Simulator

(LAMMPS) [135], который на данный момент широко используется для моле

кулярно-динамических расчетов. Использование пакета LAMMPS обусловлено

его распространенностью и вычислительной эффективностью для параллель

ных расчётов.

Разработанный метод МДВП-ФП представлен в виде набора моделей взаи

модействия, представляющих реализации оригинального метода МДВП в при

ближении Хартри и МДВП-ФП, а также набор вспомогательных подпрограм

мам для решения уравнений движения в NVE/NVT ансамблях и построения

марковской цепи для метода Монте-Карло.

Для измерения быстродействия метода была выполнена серия расчетов с

различным количеством частиц и вычислительных узлов. В качестве вычис

лительной системы использовался один узел вычислительного кластера, содер

жащий один центральный процессор Intel Core i7-7820X CPU и одиночный ГУ

NVidia GeForce GTX 1080 Ti. Для измерения эффективности параллельного ал

горитма использовался гибридный вычислительный кластер K-100 с процессо

рами Intel Xeon X5670 и тремя графическими ускорителями nVidia Fermi C2050

на один вычислительный узел.

В процессе тестирования была фиксированная средняя электронная плот

ность ne = Ne/V и варьировалось количество моделируемых волновых пакетов
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в диапазоне от 1 до 1024. Количество ионов соответствовало количеству вол

новых пакетов для сохранения электронейтральности. В начале моделирование

расположения ионов и электронов, представленных волновыми пакетами, было

произвольным и подчинялось равномерному распределению.

Для тестирования применялся метод МКВП-ФП, в котором выполнялось

1000 шагов алгоритма Метрополиса. Рассматривались реализации метода, ис

пользующие только центральный процессор (ЦП) и центральный процессор сов

местно с ГУ (ЦП+ГУ). В дополнение каждая из тестируемых версий алгоритма

(ЦП и ЦП+ГУ) рассматривалась в двух реализациях: с регулярной или адап

тивной пространственной сеткой. Результаты тестирования быстродействия и

масштабируемости методов представлены на рисунке 3.4.

Несмотря на то, что для тестирования был выбран метод МКВП-ФП, по

лученные результаты в целом справедливы и для метода МДВП-ФП, так как

дополнительные вычисления, связанные с расчетом производных, пренебрежи

мо малы при использовании мелких сеток, сопряженных с волновым пакетом.

Внедрение дополнительных расчетов, связанных с вычислением обменно

корреляционного взаимодействия, замедлило метод МДВП в 105 раз при ис

пользовании регулярных сеток и ЦП для численного интегрирования. Перенос

процесса интегрирования на ГУ позволил ускорить метод МДВП-ФП в 102 раз,

что соответствует времени выполнения одного шага моделирования t = 10−1 c

для системы с 512 электронами. Зависимость времени расчета от числа частиц

имеет линейных характер в пределах Ne < 1024. Это говорит о том, что вклад

в общее время расчета парных взаимодействий пренебрежимо мал в сравнении

с сеточными расчетами.

Применение адаптивных пространственных сеток существенно уменьша

ет время работы ЦП версии метода МДВП-ФП и делает его сопоставимым с

ГУ версией, использующей регулярные пространственные сетки. Использова

ние ГУ совместно с адаптивными пространственными сетками приводит к еще
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(а) (б)

Рис. 3.4. Время выполнения одного шага алгоритмов МКВП и МКВП-ФП в зависимости от

количества частиц для последовательной версии (а) и количества вычислительных ядер для

Ne = 1024 (б). Красные кружки соответствуют оригинальному методу МКВП, синие квадра

ты и треугольники соответствуют методу МКВП-ФП с регулярной сеткой, выполняющемуся

на ЦП (квадраты) и ГУ (треугольники). Голубые квадраты и треугольники соответствуют

методу МКВП-ФП с адаптивной пространственной сектой с использованием центрального

процессора и ГУ для вычислений соответственно. Штриховая линия на рисунке (а) отобража

ет линейную и квадратичную зависимости от числа частиц. Штриховая линия на рисунке (b)

отображает теоретическую зависимость ускорения (3.4), штрих-пунктирная линия отобража

ет идеальную кривую эффективности распараллеливания R(p) = p — зависимость ускорения

от числа вычислительных ядер.

большему ускорению метода и снижает время выполнения одного шага моде

лирования до t = 10−2 с. Зависимость времени расчета от количества частиц в

случае адаптивных сеток имеет более сложный вид в связи с тем, что количе

ство разбиений зависит не только от количества пакетов, но и от их взаимного

расположения.

Эффективность распараллеливания оригинального метода МДВП при вы

полнении на многоядерных вычислительных системах в основном определяется

эффективностью распараллеливания его части, ответственной за расчет куло
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новского взаимодействия, которая обладает рядом проблем, связанных с необхо

димостью пересылки большого объема данных между узлами вычислительной

системы. Поэтому при расчетах на более, чем на 32 узлах кластера, время, за

трачиваемое на пересылку данных, становится существенно больше, чем время

выполняемых вычислений. Это приводит к отклонению от теоретических оце

нок ускорения. Дальнейшее увеличение количества узлов для системы из 1024

частиц не приводит к уменьшению времени работы алгоритма.

Для предложенного метода МДВП-ФП доминирующей частью вычисле

ний являются расчеты на сетке и, следовательно, эффективность работы па

раллельного алгоритма на нескольких узлах будет определятся их параллель

ной реализацией. При малом числе узлов и равномерном распределении элек

тронной плотности ускорение растет пропорционально количеству узлов с ко

эффициентом пропорциональности 1. При дальнейшем увеличении количества

вычислительных узлов становится труднее обеспечить равномерную загрузку

процессоров, что отражается на падении эффективности распараллеливания.

Помимо разбалансированности вычислений между узлами, становятся суще

ственными накладные расходы, связанные с параллельной реализацией расчета

кулоновского взаимодействия. Предельное ускорение, достигнутое в наших рас

четах для 128 узлов, достигает 40 раз по сравнению с однопроцессорной версией

(рис. 3.4б).

3.5. Сравнение быстродействия методов МДВП-ФП и

квантовой молекулярной динамики

Моделирование равновесных свойств неидеальной плазмы является хоро

шей тестовой задачей для сравнения быстродействия алгоритмов МДВП-ФП и

QMD. Все вычисления методом МДВП-ФП выполнялись с помощью программ

ного кода, основанного на пакете параллельного МД моделирования LAMMPS
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(версии № 18, сентябрь 2018 г.).

Моделирование методом МДПВ-ФП выполнялись на гибридном вычисли

тельном кластере, который включает процессоры Intel Xeon E5-2620 и графи

ческие процессоры NVidia GeForce GTX 1070. Код был скомпилирован компи

лятором GCC 10.2.

Моделирование методом QMD было выполнено в работе [134] с использова

нием кода VASP [136], версия 5.2. Код был скомпилирован компилятором Intel

Fortran (v. 17.0.2) и запускался на вычислительном кластере из центральных

процессоров, который содержал 64-128 ЦП Intel Xeon E5-2630v4.

Типичные параметры моделирования QMD и МДВП-ФП представлены в

таблице 3.1.

Таблица 3.1. Основные параметры и сравнительные характеристики кодов МДВП-ФП и

QMD для расчета равновесных траекторий, обсуждаемых в разделе 5.1.

QMD МДВП-ФП

Временной шаг моделирования 10−16 s 10−18 s

Количество шагов на одну траекторию 104 − 105 105 − 106

Длина траектории 1− 10 ps 1 ps

Количество ЦП или ГУ на вычислительный узел 64− 128 6− 8

Среднее время вычислений 150 часов 15 часов

Время выполнения одного шага моделирования 9 с 0.09 с

Характерный размер моделируемой системы 64− 256 256− 512

Вычислительная сложность алгоритма O(N 3) O(N)−O(N 2)

Несмотря на то, что используемые программы запускались на различных

вычислительных устройствах, в таблице дается общая информация об их харак

теристиках. Можно видеть, что моделирование МДВП-ФП может обрабатывать

больше частиц, и асимптотическая сложность алгоритма намного лучше. Ти

пичное время выполнения одного временного шага моделирования в 10 − 100
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раз меньше для МДВП-ФП, поэтому в целом алгоритм МДВП-ФП быстрее, чем

QMD для одного временного шага. С другой стороны, явная динамика элек

тронов в МДВП-ФП требует примерно в 100 раз меньшего временного шага,

поэтому общее время моделирования на траекторию для МДВП-ФП и класси

ческого QMD в приближении Борна-Оппенгеймера оказывается сопоставимым,

тогда как МДВП-ФП обеспечивает гораздо более подробную картину динамики

электронов.



93

Глава 4

Исследование термодинамических свойств

равновесной неидеальной плазмы водорода и

дейтерия

4.1. Основные состояния атома и молекулы водорода

Для демонстрации эффекта добавления обменно-корреляционного члена

в методе МДВП-ФП рассмотрим сначала простые системы, такие как атом и

молекула водорода.

Представление электрона одним гауссовым пакетом дает энергию основ

ного состояния −0.424 Eh (Eh — энергия Хартри), что ниже точного значения

−0.5 Eh на 15 % [95]. Этот результат можно улучшить, используя, например,

несколько гауссианов на один электрон [102]. Поскольку у атома водорода толь

ко один электрон, добавление дополнительной члена (2.3) в методе МДВП-ФП

не оказывает никакого влияния на получаемую энергию связи.

Роль добавочного члена (2.3) существенно проявляется при рассмотрении

молекулы водорода. Энергия связи для двухатомной системы в зависимости от

расстояния между атомами, полученная различными методами (МДВП с при

ближением Хартри, МДВП-ФП и eFF), показана на рисунке 4.1. Для всех пока

занных методов использовался один гауссиан на электрон, так что на больших

расстояниях энергия связи стремится к энергии полностью диссоциированной

молекулы водорода, которая превышает точное значение на 2 · (0.5 − 0.424) =

0, 152 Eh из-за вышеупомянутой ошибки представления одиночного атома (см.

красную кривую). Для наглядности результатов, эта энергия была вычтена для

всех остальных кривых (они отмечены как “corrected”). Полученные значения
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энергии сравнивались с точным расчетом.

Рис. 4.1. Энергия связи молекулы H2 в зависимости от длины связи, полученная путем моде

лирования с использованием исходного алгоритма МДВП (пунктирная красная линия), то

же самое с исправленной энергией изолированного двухатомного состояния (сплошная крас

ная линия), метода eFF с коррекцией (пунктирная зеленая линия) и МДВП-ФП с коррекцией

(сплошная синяя линия). Точное значение указано черной сплошной линией.

Среди всех рассмотренных вариаций метода молекулярной динамики с вол

новыми пакетами, гибридный подход МДВП-ФП обеспечивает наилучшее зна

чение энергии диссоциации молекулы водорода, которое составляет 0.155 Eh

по сравнению с точным значением 0.166 Eh. Оригинальный метод МДВП в

приближении Хартри и eFF дают значение энергии 0.107 Eh. Включение чле

на, ответственного за обменно-корреляционную энергию, в методе МДВП-ФП

повышает точность представления молекулярного состояния водорода.

Как видно из рисунка 4.1, длина связи молекулы водорода хорошо воспро

изводится всеми методами: 1.49 aB для МДВП с приближением Хартри (в [29]

длина связи для МДВП равна 1.47 aB) и 1.47 aB для МДВП-ФП. Точное значе

ние составляет 1.40 aB.
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Таким образом, добавление дополнительного члена Ea[n] к гамильтониану

в методе МДВП-ФП не вносит изменений в расчет свойств одиночных атомов,

но существенно повышает точность описания молекулярных состояний.

4.2. Уравнение состояния водородной плазмы

Для верификации метода МДВП-ФП и оценки области применимости вы

полнены расчеты внутренней энергии водородной плазмы в диапазоне темпера

тур T = 104 − 5 · 104 К и плотностей ne = 1020 − 5 · 1024 см−3. Моделирование

выполнялось методами классической молекулярной динамики с потенциалом

Кельба [67], оригинальным методом МДВП в приближении Хартри, предлага

емым новым методом МДВП-ФП, а также МДВП в приближении eFF. Полу

ченные результаты сравнивались между собой и с расчетами, выполненными

методом PIMC [121], результаты которых были приняты за эталонные значе

ния. Для расчетов энергии плазмы методами МДВП, МДВП-ФП и eFF исполь

зовались алгоритмы, основанные на методе Монте-Карло, результаты которого

эквиваленты молекулярно-динамическому моделированию в силу эргодической

гипотезы.

Моделируемая система состояла из Ne = 512 электронов и такого же числа

ионов. В методе классической молекулярной динамики для достижения требу

емой температуры использовался термостат Ланжевена, после чего выполня

лось моделирование плазмы в микроканоническом ансамбле. Длина равновес

ной траектории для метода классической МД составляла от 160 фс до 4 пс

в зависимости от плотности. В расчетах методом динамики волновых пакетов

требуемая температура и минимальная энергия при заданных параметрах ne

и T достигалось методом Монте-Карло. Итоговое значение энергии вычисля

лось по множеству конфигураций, которые были приняты и соответствовали

минимальной энергии системы в пределах 5% погрешности.
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Рис. 4.2. Внутренняя энергия водородной плазмы на одну частицу для температур 10 000 K

(a), 30 000 K (b) и 50 000 K (c). Синяя кривая соответствует значениям энергии, полученным

в МКВП-ФП, коричневая — МКВП в приближении Хартри, зелёные треугольники соответ

ствуют классической МД с потенциалом Кельба, фиолетовые крестики — eFF, черная кривая

— метод PIMC [121]. Вертикальная пунктирная линия соответствует границе вырождения

neλ
3
B = 1. Красные штриховые линии соответствуют нефизичным конфигурациям системы в

методе МКВП в приближении Хартри. Черная горизонтальная кривая соответствует энергии

идеального газа E = 1.5kBT .

Как видно из рисунка 4.2, при малых плотностях ne < 1022 см−3 значе

ния энергии, полученные методами МДВП, МДВП-ФП, eFF и классической

МД согласуются между собой в пределах погрешности расчета. Значительные

различия в получаемых результатах начинают наблюдаться после значения па

раметра вырождения больше единицы. Метод МДВП в приближении Хартри

не может воспроизводить корректное состояние плазмы для плотностей боль

ше 1022 см−3, так как в моделируемой системе возникает нефизичная класте

ризация электронной подсистемы, являющаяся вычислительным артефактом.

Аналогичная ситуация возникает и для метода классической МД с потенциа

лом Кельба, но при больших плотностях ne ∼ 1023 см−3. Полученный резуль

тат показывает, что плазменные системы с плотностью больше ne > 1022 см−3

находятся за пределами применимости оригинального метода МДВП и класси

ческой молекулярной динамики.
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Внедрение дополнительного члена, описывающего обменно-корреляцион

ную энергию, в метод МДВП-ФП позволяет расширить диапазон моделируе

мых систем и приводит к быстрому возрастанию внутренней энергии плазмы

при плотностях ne > 1023 см−3. Результаты, получаемые методом МДВП-ФП,

согласуются с первопринципными расчетами методом PIMC по положению ми

нимума энергии и области возрастания энергии. Систематическое различие аб

солютных значений энергии в методах МДВП-ФП и PIMC может быть связано

с различной модельной энергией связанных состояний. Метод eFF в области

низких плотностей совпадает с МДВП-ФП и МДВП в приближении Хартри,

но возрастание энергии при высоких плотностях в методе eFF происходит быст

рее, чем в МДВП-ФП.

4.3. Ударная адиабата дейтерия

Метод МДВП-ФП был применен также для расчета ударной адиабаты дей

терия. Общий подход к получению кривой Гюгонио описан в разделе 2.4 и мо

жет быть успешно реализован совместно с методом МДВП-ФП.

В качестве начальных параметров для решения уравнения Гюгонио ис

пользовалось состояние дейтерия с плотностью ρ = 0.167 г/см−3 и температу

рой T = 22 K. Выбор такого состояния обусловлен его широкой распространен

ностью в экспериментальных работах [7,48,51], что позволяет проводить прямое

сравнение полученных кривых с экспериментальными данными.

Значения начального давления P0 и внутренней энергии E0, соответству

ющие выбранным значениям плотности и температуры, равны P0 = 1.24 ·

10−4 ГПа и E0 = −0.4996 Ha/atom. В большинстве теоретических работ, по

священных расчету ударной адиабаты дейтерия, в качестве внутренней энер

гии начального состояния берется значение E0 = −0.583725 Ha/atom, соот

ветствующее половине энергии изолированной молекулы D2. Так как в методе
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МДВП-ФП (как и в МДВП) энергия связи в атоме водорода завышена в силу

выбранного типа волновых пакетов, то энергия изолированной молекулы D2

составляет 0.9992 Ha, что и определяет значение E0.

Ударная адиабата рассчитывалась для диапазона температур 2000 К ≤

T ≤ 30000 К и плотностей от ne = 5 · 1022 см−3 (rs = 3.1821 aB) до ne =

5 · 1023 см−3 (rs = 1.47 aB), где rs = 3
√

3/(4πne) — радиус ячейки Вигнера-Зей

ца. Для решения уравнения Гюгонио было выбрано 10 значений T1, равномерно

покрывающих заданный диапазон температур. Для каждого значения T1 выби

ралось 10 значений электронной плотности. Сформированные пары значений

(T, ne) задавали основные параметры для МДВП-ФП моделирования.

Моделируемая система состояла из 512 ионов дейтерия и 512 электронов.

Волновые пакеты были разделены на две группы по 256 пакетов с разными

значениями спинов +1
2 и −1

2 .

В начальный момент времени частицы системы располагались в произволь

ном порядке в объеме, определяемом плотностью ne, и с значениями скоростей,

соответствующих требуемой температуре T . Далее выполнялось 30 000 шагов

молекулярной динамики с временным шагом 0.001 фс с термостатом Нозе-Гуве

ра. Это обеспечивало достижение равновесного распределения положений, ско

ростей и ширин волновых пакетов в моделируемой системе. Далее выполнялось

50 000 МД-шагов с аналогичным временным шагом, но без использования тер

мостата. На протяжении этого времени проводился расчёт значений энергии

E(ne, T ) и давления P (ne, T ), а также их усреднение на протяжении всех этих

шагов. В случае отличия начального значения полной энергии от конечного

на более, чем 1%, для этой системы еще раз запускалось термостатирование

с последующим повторением расчета в NVE-ансамбле. Это позволяло достичь

погрешности наблюдаемых величин на уровне 7% для давления и < 1% для

энергии. Малая плотность и подобранные значения отражающего потенциала

k = 0.1 KeV/Å позволили получить систему со средней плотностью в централь



99

ной области, близкой к задаваемой, и избавило от необходимости ее корректи

ровать.

Для каждой температуры T1 проводилась аппроксимация функцииH(v, T )

квадратичным полиномом по параметру v. Значение плотности и давления, при

котором H(v, T ) = 0, представляет точку на ударной адиабате (рис. 4.3). Полу

ченные значения P (ρ, T ) представлены в таблице 4.1.

Таблица 4.1. Точки ударной адиабаты, посчитанные методом МДВП-ФП: сжимаемость;

плотность дейтерия; электронная плотность; температура и давление. Жирным начертани

ем выделены параметры систем, для которых построены парные корреляционные функции

(рис. 4.4) и выполнена визуализация ячейки моделирования (рис. 4.5).

ρ/ρ0 ρ, г/см3 ne, 10
23/см3 T, K P, ГПа

3.03 0.51 1.51 2000 25

3.30 0.55 1.65 4000 43

3.63 0.61 1.81 6000 67

4.05 0.68 2.02 8000 103

4.29 0.72 2.14 10000 133

4.38 0.73 2.19 12000 169

4.47 0.75 2.23 14000 205

4.50 0.75 2.25 16000 206

4.40 0.74 2.20 20000 230

4.41 0.74 2.20 25000 292

4.39 0.73 2.19 30000 320

На рисунке 4.3 показано сравнение ударной адиабаты, полученной методом

МДВП-ФП, экспериментальными данными из работ [7, 8, 51] и результатами

теоретических расчетов методами QMC [137], PIMC [109] и АМДВП [95].

Рассчитанная методом МДВП-ФП кривая Гюгонио демонстрирует макси

мальное значение сжимаемости дейтерия, равное ρ/ρ0 ≈ 4.5, что с точностью до
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Рис. 4.3. Кривая Гюгонио для ударно сжатого дейтерия. Результаты моделирования методом

МДВП-ФП (WPMD-DFT) представлены красными кружками, расчеты методом АМДВП

(AWPMD) [97] — черные крестики, расчеты методами квантового Моте-Карло (QMC) [137]

и Монте-Карло в терминах интегралов по траекториям (PIMC) [109] представлены треуголь

никами и черными звездами соответственно. Экспериментальные данные от Сандийской на

циональной лаборатории [7, 51] отражены в виде ромбов зелёного и бирюзового цвета. Экс

перименты по лазерному сжатию вещества [8] представлены синими квадратами.

1% согласуется с экспериментальными данными из работы [7], в которой достиг

нута минимальная погрешность в определении состояния вещества за фронтом

ударной волны. Значение этого параметра, полученное методом АМДВП [95],

в 1.42 раза превышает наблюдаемое в данной работе. Расчеты методом кванто

вого Монте-Карло [137] дают на 7% большее значение максимального сжатия,

чем наблюдаемое в данной работе. Метод PIMC демонстрирует аналогичные

МДВП-ФП результаты по данному параметру.

Характерной чертой полученных результатов в методе МДВП-ФП, осо

бенно в области низких температур, является завышенное давление, как для
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ударной адиабаты, так и для изоэнтропы сжатия. Возможной причиной этого

является недостаточный размер системы, необходимый для нивелирования гра

ничных эффектов, связанных с отражающим потенциалом, а также достаточно

простая модель электронной волновой функции.

Также ударная адиабата, полученная методом МДВП-ФП, не имеет ярко

выраженного загиба в области, близкой к пределу сжимаемости, наблюдаемого

на экспериментальных данных и теоретических расчетах другими методами,

за исключением PIMC. Возможной причиной этого является несовершенство

используемого обменно-корреляционного функционала (LDA), и при его замене

на более точные приближения результаты будут более согласованы.

В дополнение к кривой Гюгонио, методом МДФП-ФП, были посчитаны

парные корреляционные функции дейтерия для нескольких точек кривой Гюго

нио (рис. 4.4a). Также было проведено сравнение парных корреляционных функ

ций, полученные методом МДФП-ФП, с данными, полученными из QMC [137]

(рис. 4.4b).

Рисунок 4.4a и соответствующие изображения ячейки моделирования, по

казанные на рисунке 4.5, демонстрируют переход от атомного к молекулярному

состоянию дейтерия вдоль ударной адиабаты. Положения пиков на рисунке 4.4a

совпадают с теоретическими значениями, соответствующими межатомному рас

стоянию в молекуле дейтерия. Видно, что для ρ = 0.51 г/см3 и T = 2000 K

большая часть электронов расположена в молекулах D2. Кроме того, корреля

ционная функция показывает, что молекулы частично упорядочены и состоя

ние системы близко к аморфному. Рассчитанный коэффициент самодиффузии

ионов в этом состоянии равен 1.7 · 10−4 см2/с, что является довольно малым

значением, но всё ещё не соответствующим молекулярному кристаллу.

На следующем снимке системы при ρ = 0.61 г/см3, T = 6000 K моле

кулы менее упорядочены, и скорость ионизации увеличивается, что видно по

большему количеству свободных электронов и ионизированных молекул.
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Рис. 4.4. Ион–ионная парная корреляционная функция в дейтерии для различных значе

ний электронной плотности и температуры: (а) расчеты методом МДВП-ФП вдоль ударной

адиабаты (см. таблицу 4.1), (б) данные расчетов методом МДВП-ФП (сплошные линии) в

сравнении с результатами QMC [137] (пунктирные линии) для указанных значений темпера

тур и плотностей.

При ρ = 0.71 г/см3, T = 10000 K доля молекул значительно уменьшается.

Для ρ = 0.74 г/см3, T = 20000 K система полностью ионизирована и не упоря

дочена. Коэффициент самодиффузии в этом случае равен 5 · 10−3 см2/с, что в

30 раз больше, чем при T = 2000 К.
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(a): ρ = 0.51 г/см3, T = 2000 K (b): ρ = 0.61 г/см3, T = 6000 K

(c): ρ = 0.71 г/см3, T = 10000 K (d): ρ = 0.74 г/см3, T = 20000 K

Рис. 4.5. Визуализация ячейки моделирования для различных плотностей и температур плаз

мы дейтерия. Параметры плазмы соответствуют рисунку 4.4а и таблице 4.1. Красные сферы

представляют положения ионов, синие сферы — электроны со спиновой проекцией 1
2
, зеленые

сферы — электроны со спиновой проекцией −1
2
. Размеры электронных сфер соответствуют

ширине волнового пакета.
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Глава 5

Исследование динамических и релаксационных

процессов в неидеальной плазме водорода и

дейтерия

5.1. Расчет изоэнтропического сжатия дейтериевой

плазмы

Метод МДВП-ФП был применён для расчета изоэнтропы сжатия дейтерия

в пределах плотностей до 1025 см−3. Чтобы оценить результаты расчётов, про

ведено сравнение с экспериментальными исследованиями дейтериевой плазмы

при мегабарных давлениях, генерируемых квазиизэнтропическим сжатием, и с

соответствующими моделями QMD.

Для расчётов кривой изоэнтропического сжатия в координатах P − ρ был

применен новый предлагаемый в этой работе метод, описанный в разделе 2.4.

Для проверки этого метода изоэнтропа была рассчитана также методом, осно

ванным на решении уравнения Ферми-Зельдовича. Также для проверки кор

ректности вычисляемых значений давления выполнялось моделирование дейте

риевой плазмы, опираясь на исходные состояния систем (температура и плот

ность), полученные из квантовой молекулярной динамики (QMD) [11,134].

Для получения кривой сжатия методом Ферми-Зельдовича, с использова

нием МДВП-ФП были посчитаны значения энергии E(ρ, T ) и давления P (ρ, T )

для 144 различных равновесных состояний дейтериевой плазмы (12 различных

значений плотности и 12 значений температуры для каждой из них). Моде

лирование начиналось из произвольной конфигурации системы, содержащей

512 электронов и 512 ионов, определенной плотностью ne = Ne/V и темпе
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Рис. 5.1. Изотермы дейтерия, рассчитанные методом МДВП-ФП: (a) внутренняя энергия,

(b) давление.

ратурой T . Для достижения требуемой температуры использовался термостат

Нозе-Гувера в течении 100 фс. После достижения требуемой температуры моде

лирование продолжалось в микроканоническом ансамбле до достижения траек

торией длины в∼ 1 пс. Значения энергии и давления получались путем усредне

ния соответствующих величин по всей равновесной траектории. В дополнение

к энергии и давлению также вычислялась электронная плотность во внутрен

ней области ячейки по формуле (2.14), которая использовалась для коррекции

наблюдаемых термодинамических значений.

Рассчитанные сетки значений P (ρ, T ) и E(ρ, T ) (рис. 5.1) интерполирова

лись сплайнами, после чего выполнялось численное решение уравнения Ферми

Зельдовича (2.16). В качестве начальной точки была взята плотность ρ =

1.09 г/см3, соответствующая экспериментальным данным и температура T =

6900 K, что соответствует начальной температуре, в аналогичных расчётах

квантовой молекулярной динамики. Кривая, соответствующая искомой изоэн

тропе, полученной методом Ферми-Зельдовича, представлена на рисунке 5.2
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черной штрихпунктирной кривой.

Метод неравновесного расчета изоэнтропы, предложенный в этой работе,

был применен для двух стартовых точек. В первом случае начало сжатия вы

полнялось из плотности ρ = 1.09 г/см3 и температуры T = 6900 K, соответству

ющих параметрам используемым для решения уравнения Ферми-Зельдовича.

Во втором случае плотность была взята та же, но начальная температура ва

рьировалась таким образом, чтобы при выбранной плотности рассчитываемое

значение соответствовало наблюдаемому в эксперименте. Это было достигнуто

при температуре T = 1000 К, которая и была использована во втором случае.

Моделирование начиналось из равновесного состояний плазмы, состоящей

из 512 электронов и 512 ионов при заданной плотности и температуре. В те

чение 100 фс происходило сжатие вещества путем смещения нуля ограничива

ющего систему потенциала внутрь ячейки. Сжатие происходило со скоростью

0.002 Å/фс для обеспечения постоянства энтропии в процессе сжатия. После

компрессии на протяжении 10 фс выполнялось моделирование системы без

внешних возмущений. Этот этап необходим для релаксации моделируемой си

стемы после сжатия. По истечению 10 фс, в течение последующих 20 фс выпол

нялся расчёт термодинамических параметров системы и средней электронной

плотности (2.14) в середине ячейки, с последующим усреднением. Полученные

средние значения давления и плотности наносились на график P (ρ) в виде од

ной точки. Полученная конфигурация системы рассматривалась как начальная

и процесс сжатие-усреднение-релаксация повторялся. Алгоритм выполнялся до

тех пор, пока не была достигнута плотность плазмы ρ = 15 г/см3. Получен

ные изоэнтропы сжатия представлены на рисунке 5.2 зеленой (T = 6900 К) и

красной (T = 1000 К) линиями.

Значения давлений, рассчитанные методом МДВП-ФП, для конфигура

ций систем, аналогичных используемым в МФП, систематически завышены, в

сравнении с результатами первопринципных расчётов. Подобная ситуация на
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Рис. 5.2. Изоэнтропы ударно сжатого дейтерия в плоскости P −ρ, рассчитанные различными

численными методами. Синие квадраты представляют функцию P (ρ), оцененную с помощью

МДВП-ФП для точек плотность-температура из [134]. Зелёная и красная линии соответству

ют изоэнтропам, полученным методом МДВП-ФП в процессе медленного сжатия при раз

личных стартовых условиях. Коричневая штрихпунктирная кривая соответствует решению

уравнения Ферми-Зельдовича (ρ = 1.09 г/см3, T = 6900 K) для множества равновесных кон

фигураций, посчитанных методом МДВП-ФП. Черная штриховая линия соответствует ана

логичным расчетам QMD [134]. Черные ромбы и кружки соответствуют экспериментальным

данным из [6,10,57,59,138,138]. Розовые и синие пунктирные линии представляют идеальное

давление газа Больцмана и Ферми соответственно.

блюдается для изоэнтроп (зеленая и коричневая кривые на рисунке 5.2), полу

ченных методом медленного сжатия и Ферми-Зельдовича с начальной точкой

ρ0 = 1.09 г/см3, T0 = 6900 К. Для согласования давления с эксперименталь

ными значениями, равными 77 ГПа, начальная температура моделируемой си

стемы в методе МДВП-ФП должна составлять ∼ 1000 К. Соответствующая

изоэнтропа (красная кривая на рисунке 5.2) хорошо согласуется со всеми экс
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периментальными точками при давлениях выше 103 ГПа в пределах экспери

ментальной погрешности и расположена слегка выше изоэнтропы, полученной

в расчетах МФП. Пунктирная синяя линия показывает давление электронного

идеального ферми-газа, подтверждая сильное влияние эффектов вырождения

вдоль кривой сжатия.

5.2. Моделирование электрон-ионной релаксация в

неизотермической неидеальной плазме

Для демонстрации способности метода МДВП-ФП моделировать динами

ческие процессы в электронной и ионной подсистемах одновременно проведены

вычисления времен температурной электрон-ионной релаксации. Двухтемпера

турное состояние плазмы может быть получено путем нагрева вещества фемто

секундными лазерными импульсами. Как отметалось ранее, для неидеальной

плазмы время релаксации не может быть предсказано существующими теоре

тическими моделями и должно быть рассчитано с помощью атомистического

моделирования. Примеры таких вычислений с использованием классической

МД приведены в [17,18].

Для вычисления времён релаксации была проведено моделирование мето

дами МДВП-ФП и МДФП в приближении Хартри полностью ионизированной

плазмы. Моделируемая система состояла из 256 ионов и такого же количества

электронов. Соотношение масс между ионами и электронами mi/me было вы

брано равным 20 и 100. Как показано в [17], уменьшение массы ионов не влия

ет на результаты для термодинамических свойств, тогда как время релаксации

имеет почти линейную зависимость от соотношения масс.

Моделирование процесса релаксации начиналось с равновесного состояния

водородной плазмы с концентрацией электронов ne = 1022 см−3 и температурой

T = 30000 К. Вывод системы из температурного равновесия выполнялся путем
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изменения скорости всех электронов в 1.05 раза и ионов в 0.5 раза. Затем вы

полнялось примерно 3 · 105 временных шагов в методе МДВП-ФП с шагом по

времени δt = 0.001τpl, где τpl = 2π/ωpl = (πme)
1/2(nee

2)−1/2 — период электрон

ных плазменных колебаний. Для электронной плотности ne = 1022 см−3 период

колебаний составляет τpl ≈ 1.11 фс.

Расчет температуры ионов выполнялся с использованием классического

выражения. Для электронов расчёт температуры включал дополнительный вклад

от степени свободы, связанной с шириной волнового пакета s:

Ti =
1

3mi

Ni∑
k=1

p2
k, Te =

1

4me

Ne∑
k=1

(p2
k + ps

2
k). (5.1)

Для уменьшения статистической погрешности результаты моделирования

усреднялись по 16-ти статистически независимым МДВП-ФП траекториям. На

рисунке 5.3a показана эволюция температур ионов Ti и электронов Te в процессе

релаксации. Рисунок 5.3b показывает динамику изменения разности темпера

тур ΔT = Te−Ti от времени. Из рисунка 5.3a видно, что для соотношения масс

mi/me = 20 тепловое равновесие наблюдается через trel ≈ 130τpl = 144± 10 фс,

что соответствует 13± 1 фс для реальной водородной плазмы.

На рисунке. 5.3b видно две стадии релаксации ΔT . На первой стадии на

блюдается быстрая релаксация температур с возрастанием степени корреля

ций между электронами и ионами. В работе [17] это стадия упоминается как

“небольцмановская релаксация”. Вторая стадия характеризуется экспоненци

альным затуханием разности температур ΔT = ΔT0 exp(−t/τB), отраженной

на рисунке соответствующими аппроксимациями. Время релаксации τB для

моделируемых систем составило 55 ± 3 фс для МДВП с соотношением масс

mi/me = 20, 58± 8 фс для МДВП-ФП с mi/me = 20 и 250± 20 фс for МДВП

ФП с mi/me = 100.

Полученные результаты показывают, что метод МДВП-ФП даёт приемле

мые результаты времён температурной релаксации, но точности получаемых
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Рис. 5.3. a) Зависимость температуры электронов (1) и ионов (2) от времени, полученной

методом МДВП в приближении Хартри, для электронной плотности ne = 1022 см−3, и со

отношения масс mi/me = 20. b) Эволюция разности температур ΔT = Te − Ti от времени:

МДВП-ФП моделирование для соотношения масс mi/me = 20 (1) and mi/me = 100 (2),

МДВП в приближении Хартри с mi/me = 20 соответствует кривой (3). Сплошные линии

отражают экспоненциальную аппроксимацию расчётных кривых.

значений методами МДВП и МДВП-ФП в представленных расчетах пока не

позволяют найти между ними статистически существенной разницы. Рассмот

рение более плотных систем, а также увеличение объёма усреднений возможно

позволит увидеть различия.

Тем не менее, данный расчет наглядно показывает преимущество методов

семейства МДВП, так как моделирование процесса электрон-ионной релакса

ции невозможно в методах, не способных в явном виде учитывать динамику

электронной подсистемы, таких как QMD и PIMC. Учитывая более высокую

точностью представления состояний плазмы в методе МДВП-ФП по сравнению

с МДВП, можно сделать вывод, что МДВП-ФП является практических уни

кальным методом моделирования, способны исследования неравновесные про

цессы в плазме с концентрацией электронов более 1022 см−3.



111

Заключение

В результате выполнения работы получены следующие результаты:

1. Предложена модель неидеальной электрон-ионной плазмы МДВП-ФП, ос

нованная на представлении электронов в форме гауссовских волновых

пакетов и учете обменно-корреляционного взаимодействия, выраженного

через функционал электронной плотности. Показано, что использование

отражающих граничных условий позволяет решить проблему расплыва

ния волновых пакетов, а влияние этого типа граничных условий на изме

ряемые характеристики плазмы можно учесть за счет анализа профиля

электронной плотности внутри расчетной ячейки.

2. На базе модели МДВП-ФП разработан метод компьютерного моделирова

ния неидеальной плазмы и плотного разогретого вещества. Показано, что

расчет обменно-корреляционного взаимодействия может быть ускорен за

счета использования адаптивной пространственной сетки, а также приме

нения графических ускорителей (ГУ). Совокупное применение адаптив

ных сеток и ГУ позволяет сократить время вычислений на 3− 4 порядка

величины, а интеграция алгоритма МДВП-ФП в пакет LAMMPS позволя

ет выполнять расчеты на суперкомпьютерных кластерах с ускорением до

40 раз на 128 вычислительных узлах. Асимптотика зависимости времени

расчета от числа частиц ограничена квадратичной функцией.

3. С помощью метода МДВП-ФП исследованы равновесные свойства неиде

альной плазмы водорода и дейтерия. На примере молекулы водорода по

казано, что учет обменно-корреляционного взаимодействия улучшает точ

ность моделирования многоэлектронных систем. Расчет уравнения состо

яния неидеальной плазмы водорода показывает преимущества метода в

области концентраций электронов 1022 − 1024 см−3 и дает качественное
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совпадение с расчетами более высокого уровня методом PIMC. Расчет

ударной адиабаты дейтерия демонстрирует хорошее согласие с имеющи

мися экспериментальным данными.

4. На примере расчетов изоэнтропы сжатия плазмы дейтерия и электрон

ионной релаксации в неизотермической неидеальной плазме водорода про

демонстрирована способность метода МДВП-ФП моделировать динамиче

ские и неравновесные процессы вне адиабатического приближения. Дан

ная способность, в совокупности с удовлетворительным согласием с имею

щимися экспериментальными и теоретическими данными по равновесным

свойствам неидеальной плазмы, делает МДВП-ФП уникальным расчет

ным методом в области высоких плотностей, где подходы классической

молекулярной динамики и метода волновых пакетов без учета обменно

корреляционных эффектов оказываются неприменимыми.
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