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Введение

Актуальность темы исследования. Взаимодействие заряженных частиц иг
рает фундаментальную роль в природе и в наибольшей мере определяет картину
окружающего нас мира. По словам одного из основателей современной стати
стической физики Дж. Лейбовица: “Свойства тел, которые мы видим и осязаем,
почти полностью определяются природой кулоновского взаимодействия, прояв
ляющейся в коллективном поведении взаимодействующих электронов и ядер”.
Основываясь на этих представлениях, за последние десятилетия с использовани
ем положений квантовой механики и квантовой статистики был достигнут огром
ный прогресс в теоретическом исследовании свойств атомов, молекул и твердых
тел. Набор этих теоретических подходов, включая методы компьютерного моде
лирования, составляет в настоящее время предмет физической химии, физики
твердого тела, компьютерного материаловедения и других областей науки.

Однако, не менее важнымявляется исследование плазменных сред, в которых
заряженные частицы не связанны или частично связаны между собой в атомы или
молекулы. Согласно утверждению В.Е. Фортова, в таком состоянии находится
около 99 % вещества во вселенной. Особое место среди этих систем занимают
так называемые неидеальная плазма и разогретое плотное вещество (warm dense
matter), которые имеют следующие особенности:

• энергия кулоновского взаимодействия сравнима или превышает кинетиче
скую энергию теплового движения частиц плазмы, что определяет значи
тельную роль столкновений между частицами с рассеянием на большие углы
(сильных столкновений);

• процессы ионизации и рекомбинации атомов (диссоциациимолекул) зависят
от плотности плазмы из-за воздействия друг на друга соседних ионов и
снижения порога ионизации;

• экранирование зарядов происходит на длине порядка нескольких межча
стичных расстояний и не описывается формулой Дебая;

• в случае плотной плазмы или разогретого плотного вещества проявляются
эффекты квантового вырождения электронного газа.
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Перечисленные особенности делают неидеальную плазму очень сложным
объектом для теоретического исследования, так как а) существенна роль кван
тово-механических эффектов, поэтому представление среды в виде газа взаимо
действующих классических заряженных материальных точек (классическая плаз
ма) имеет лишь ограниченное применение; б) в отличие от атомов и молекул число
взаимодействующих частиц в плазме достаточно велико и необходимо учитывать
коллективные эффекты их движения с учетом дальнодействующего характера ку
лоновского взаимодействия; в) теоретические модели, основанные на разложении
по малому параметру межчастичного взаимодействия (модель бесстолкновитель
ной или дебаевской плазмы), зачастую дают неверные результаты или требуют
учета высоких порядков разложения.

В то же время именно такое состояние вещества встречается как в астрофи
зических объектах (внутренняя часть планет-гигантов, оболочка белых и корич
невых карликов и др.), так и в лабораторных условиях, например, при воздействии
на твердотельные мишени коротких лазерных импульсов или потоков заряженных
частиц, в прикатодной области электрических разрядов в вакууме и в плотном
газе, на фронте мощных ударных волн в газовых средах и конденсированных сре
дах, при разогреве вещества, предварительно сжатого в алмазных наковальнях,
при испарении тонких проволок под воздействием мощного импульса тока.

Среди всех веществ, из которых может быть образована неидеальная плаз
ма, наибольшее число исследований посвящено, по-видимому, плазме водорода,
состоящей из протонов и электронов. С одной стороны, этот элемент наиболее
прост для теоретического описания, с другой стороны, водородная плазма различ
ной плотности составляет большую часть нашей метагалактики, поэтому интерес
к ней вполне естественен. Неидеальность водородной плазмы проявляется при
концентрация атомов порядка 1020 см−3 и температурах порядка 104 К.

Отдельное место занимают исследования неидеальной кластерной наноплаз
мы, образующейся в результате воздействия фемтосекундных лазерных импуль
сов на наноразмерные кластеры. Ожидается, что подобные исследования могут
привести к созданию новых методов генерации коротких рентгеновских импуль
сов или потоков заряженных частиц, что необходимо, например, для исследования
быстропротекающих процессов в природе. Ввиду малого размера кластера и суще
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ственной пространственной неоднородности плазмы, возникающей при его иони
зации, процессы, протекающие в такой системе, имеют свои особенности. В случае
умеренных интенсивностей лазерных импульсов (порядка 1012 − 1015 Вт/см3) об
разующаяся наноплазма является неидеальной.

Сходные задачи возникают при исследовании и других неидеальных сред с
кулоновским (или подобным ему) типом взаимодействия, например, пылевой плаз
мы, в которой частицы микронного размера заряжаются посредством излучения
или электронного удара; ультрахолодной плазмы, состоящей из метастабильных
возбужденных атомов при криогенных температурах; электролитов и расплавов
солей; коллоидных растворов заряженных частиц; электрон-дырочной плазмы в
полупроводниках, электрон-позитронной и кварк-глюонной плазмы. Эти систе
мы не являются напрямую предметом исследований настоящей работы, однако
некоторые из полученных здесь результатов могут быть применимы и к ним.

Построение современных теоретических моделей редко обходится без ис
пользования компьютерного моделирования, поэтому развитие методов модели
рования неидеальной плазмы и разогретого плотного вещества является актуаль
ной задачей. Среди различных методов необходимо выделить класс атомистиче
ских подходов, позволяющих выполнять моделирование на уровне атомов, ионов
и электронов с учетом элементарных процессов взаимодействия частиц, в том
числе для систем вдали от термодинамического равновесия. Развитию и приме
нению этих подходов, а именно методов молекулярной динамики и Монте-Карло,
для моделирования неидеальной электрон-ионной плазмы, а также созданию на
их основе теоретических моделей, и посвящена данная работа.

Цели и задачи диссертационной работы:

1. Определить влияние граничных условий и возможность учета среднего поля
в расчете динамической проводимости неидеальной электрон-ионной плаз
мы в длинноволновом пределе методом классической молекулярной дина
мики. Рассчитать зависимости динамической проводимости и эффективной
частоты столкновений в неидеальной плазме от параметра неидеальности,
температуры плазмы и частоты возмущающего поля.

2. Исследовать релаксационные процессы в неидеальной плазме вблизи по
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верхности металла в условиях формирования униполярной вакуумной ду
ги. Рассчитать равновесное распределение электронов и заряда в плазме,
определить ширину слоя, в котором происходит экранирование потенциала
поверхности металла в плазме, а также время его установления.

3. Исследовать релаксационные процессы в цилиндрическом слое неидеаль
ной плазмы, образованной под воздействием одиночного многозарядного
иона на конденсированную мишень. Определить характерные времена уста
новления локального равновесия электронов по скоростям, установления
двойного слоя на границе плазмы, плавления ионной решетки. Определить
снижение концентрации плазмы в треке иона за счет диффузии электронов.

4. Исследовать релаксационные процессы в неидеальной наноплазме, образо
ванной воздействием фемтосекундной плазмы для металлический кластер.
Определить пространственную структуру, частоты и декременты затухания
основных мод колебаний электронов в кластерной наноплазме. Определить
величину установившегося заряда кластера в зависимости от его размера,
концентрации ионов и температуры электронов.

5. Доработать метод молекулярной динамики с волновыми пакетами для моде
лировании неидеальной электрон-ионной плазмы, в частности, найти опти
мальные решения проблем неограниченного расширения волновых пакетов
со временем для электронов вне области сильного взаимодействия, низкой
точности описания связанных состояний электронов и ионов в плазме, учета
обменно-корреляционных эффектов взаимодействия электронов. Исследо
вать применимость полученного метода для задач моделирования ударно–
сжатого водорода, дейтерия и гелия.

Научная новизна. Научная новизна полученных результатов состоит в сле
дующем:

1. Разработана оригинальная методика моделирования электрон-ионной плаз
мы с учетом среднего поля, с помощью которой получены данные о ее про
дольной проводимости.
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2. Впервые показано совпадение результатов для эффективной частоты столк
новений, полученных из расчета продольной и поперечной проводимости
неидеальной электрон-ионной плазмы в длинноволновом пределе с помо
щью молекулярно-динамического моделирования.

3. Получены новые данные о статической проводимости, а также эффективной
частоте столкновений неидеальной электрон-ионной плазмы в зависимости
от частоты возмущающего поля и параметров плазмы, дополняющие и уточ
няющие предыдущие результаты автора диссертации и других авторов.

4. Впервые рассмотрено влияние неидеальности плазмы на характеристики
двойного электрического слоя в плазме вблизи поверхности металла в усло
виях формирования униполярной вакуумной дуги. С учетом этих эффектов
получены новые данные о распределение заряда и напряженности электри
ческого поля вблизи поверхности металла, а также времени их установления.
Предложены полуэмпирические формулы для ширины слоя и напряженно
сти электрического поля.

5. Впервые получены данные о скорости установления равновесного распре
деления электронов и установившемся пространственном распределении
заряда в плазме, образованной воздействием одиночного многозарядного
иона на конденсированную мишень, с учетом неидеальности плазмы.

6. Предложена оригинальная методика исследования колебаний электронов в
кластерной наноплазме, в том числе изучения их пространственной структу
ры на основе пространственно-разрешенной автокорреляционной функции
тока. Получены новые данные о частоте и декременте затухания различного
типа колебаний электронов в наноплазме.

7. Разработана оригинальная теоретическая модель, описывающая зависи
мость частоты поверхностных плазмонов от размера кластера с учетом неод
нородного распределения электронов.

8. Получены новые данные о величине установившегося заряда ионизованного
наноразмерного кластера в зависимости от размера кластера, концентрации
ионов и температуры электронов, описываемые простой полуэмпирической
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зависимостью.

9. Предложен новый способ ограничения ширины волновых пакетов в методе
молекулярной динамики с волновыми пакетами, основанный на вычислении
энергии взаимодействия электрона с ближайшим ионом.

10. Впервые проведено исследование применимости метода молекулярной ди
намики с несколькими волновыми пакетами на электрон для описания основ
ного состояния атома водорода и гелия, а также ионизации атома водорода
коротким лазерными импульсом, что подтверждает корректность данной
модели.

11. Получены новые результаты, показывающие возможность учета обменно–
корреляционных эффектов на основе формализма электронной плотности в
модифицированном методе молекулярной динамики с волновыми пакетами,
в частности, для расчета ударной адиабаты дейтерия и изоэнтропы сжатия
дейтерия и гелия.

Теоретическая и практическая значимость. Развитие теории неидеальной
плазмы находится в русле общего направления фундаментальных исследований
строения вещества и быстропротекающих процессов в природе. В то же время
эти исследования имеют и ряд практических приложений. Например, плазма с
эффектами неидеальности, полученная в результате воздействия коротких лазер
ных импульсов на конденсированные мишени, широко используется как источник
рентгеновских и гамма импульсов, терагерцового излучения, потоков электронов,
ионов и нейтронов с высокими энергиями. Это необходимо, в том числе для со
здания новых методов рентгеновской диагностики вещества с субпикосекундным
временным разрешением, инициирования ядерных реакций, задачами ядерной
фотоники, медицинскими приложениями.

Модификация поверхности фемтосекундными лазерными импульсами явля
ется эффективным инструментом создания нанообъектов и поверхностных нано
структур, при этом роль неидеальной плазмы на начальном этапе взаимодействия
лазера с поверхностью, может быть достаточно важна.

Неидеальная плазма в прикатодной области существенным образом влияет
на характерформирования разрядов и повреждения поверхностей, а исследования



10

плазмы, образующейся в вакуумных униполярных дугах, необходимы для защиты
микроволновых устройств ввода энергии в ускорительной технике. Неидеальная
плазма рассматривается также в задачах метеоритной защиты, воздействия на
вещество космического излучения или ускоренных пучков частиц, в частности,
при моделировании аварийных ситуаций на крупных ускорителях.

Результаты атомистического моделирования неидеальной электрон-ионной
плазмы могут быть использованы для построения теоретических моделей, а так
же в качестве входных параметров для моделирования свойств вещества на
больших масштабах методами вычислительной гидродинамики, частиц в ячейке
(Particle-in-cell) и др.

Методология и методы исследования. Развитые в работе теоретические
модели основаны на методах современной статистической физики, классической
и квантовой механики. В частности, используется теория линейного отклика, мо
дели Дебая-Хюккеля и Ландау-Спитцера, теория колебаний Ми, приближения
Хартри и Хартри-Фока, теория функционала электронной плотности и другие
устоявшиеся теоретические модели.

Результаты, полученные в результате компьютерного моделирования, осно
ваны на атомистических подходах: методах классической молекулярной динамики
и Монте-Карло в применении к системам многих частиц с использованием раз
личных псевдопотенциальных моделей, а также методе молекулярной динамики
с волновыми пакетами. Для постановки численного эксперимента используется
ряд оригинальных методик разработанных либо в рамках настоящей работы, либо
ранее с участием автора диссертации. Такие методики применяются для модели
рования релаксационных процессов, исследования динамической проводимости
неидеальной плазмы, применения специального типа граничных условий вметодах
классической молекулярной динамики и динамики волновых пакетов, исследова
ния релаксации и колебаний электронов в кластерной наноплазме, моделировании
динамики волновых пакетов в приближении Хартри и Хартри-Фока, ограничения
ширины волновых пакетов, использования в методе динамики волновых пакетов
нескольких гауссовских пакетов на электрон, учета обенно-корреляционных эф
фектов в методе динамики волновых пакетов на основе функционала электронной
плотности.
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Положения, выносимые на защиту:

1. Теоретическое обоснование возможности применения метода классической
молекулярной динамки для расчета динамической проводимости неидеаль
ной электрон-ионной плазмы в длинноволновом пределе. Методика опреде
ления внутренней и внешней динамической проводимости при использова
нии различного типа граничных условий.

2. Зависимости динамической проводимости и эффективной частоты столк
новений в неидеальной плазме от параметра неидеальности, температуры
плазмы и частоты возмущающего поля.

3. Время установления равновесного распределения электронов, установив
шееся пространственное распределение заряда и напряженности электриче
ского поля в неидеальной плазме вблизи поверхности металла в условиях
формирования униполярной вакуумной дуги. Зависимости ширины припо
верхностного слоя и напряженности поля от концентрации зарядов при раз
личных температурах электронов.

4. Время установления равновесного распределения электронов и устано
вившееся пространственное распределение заряда в цилиндрическом слое
неидеальной плазмы, образованной под воздействием одиночного многоза
рядного иона на конденсированную мишень.

5. Пространственная структура основных мод колебаний электронов в неиде
альной кластерной наноплазме в зависимости от размера кластера и тем
пературы электронов. Частоты и декременты затухания поверхностных и
объемных плазмонов в кластерной наноплазме с различной степенью неиде
альности.

6. Величина установившегося заряда ионизованного наноразмерного кластера
в зависимости от размера кластера, концентрации ионов и температуры
электронов.

7. Способ ограничения ширины волновых пакетов при моделировании неиде
альной электрон-ионной плазмы методом молекулярной динамики с волно
выми пакетам.
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8. Модификация метода молекулярной динамики с волновыми пакетами для
повышения точности описания связанных состояний электронов и ионов, а
также обменно-корреляционных эффектов взаимодействия электронов. Ис
следование области применимости полученного метода при моделировании
ударно-сжатого водорода, дейтерия и гелия.

Степень достоверности и апробация результатов. Все полученные резуль
таты базируются на устоявшихся представлениях статистической физики, клас
сической и квантовой механики. Достоверность результатов подтверждается со
гласием с имеющимися экспериментальными данными, существующими теорети
ческими моделями и результатами компьютерного моделирования, проведенного
с использованием различных методов.

Основные результаты диссертации докладывались на следующих конферен
циях и симпозиумах: XIX, XXI, XXVII, XXXVII Международные конференции
“Уравнения состояния вещества” (International Conference on Equations of State for
Matter), 2004, 2006, 2012, 2022 гг.; 31st EPS Conference on Plasma Physics, 2004 г.;
Europhysics Conference on Computational Physics, 2004 г.; Научно-координацион
ные сессии “Исследования неидеальной плазмы” (Scientific-CoordinationWorkshop
on Non-Ideal Plasma Physics), 2004, 2005, 2007, 2009 и 2011 гг.; International
Conference on Strongly Coupled Coulomb Systems (SCCS), 2005, 2008 и 2011 гг.;
International Workshop on Nonlinear Physics and Mathematics, 2006 г.; 12th, 13th,
14th International Workshop on the Physics of Nonideal plasmas (PNP), 2006, 2009
и 2012 гг.; XXI Международная конференция “Воздействие интенсивных пото
ков энергии на вещество” (International Conference on Interaction of Intense Energy
Fluxes with Matter), 2007 г.; Всероссийская конференция по физике низкотем
пературной плазмы (ФНТП), 2007 г.; XXXV, XXXIX Международные (Звениго
родские) конференции по физике плазмы и УТС, 2008 и 2012 гг.; Conference on
Computational Physics, 2008 г.; 7th, 8th, 10th, 18th Workshop “Complex systems of
charged particles and their interaction with electromagnetic radiation”, 2009, 2010,
2012 и 2022 гг.; Всероссийская школа-семинар “Функциональные наноматериа
лы для космической техники”, 2010 г.; International workshop “Optical response
and dynamical structure factor in low-dimensional non-ideal plasmas”, 2011 г.; IEEE
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International Conference on Plasma Science, 2011 г.; XIII Международный семи
нар “Супервычисления и математическое моделирование”, 2011 г. Научно-прак
тическая конференция с международным участием “Высокопроизводительные
вычисления на графических процессорах”, 2012 г.; XXV IUPAP Conference on
Computational Physics, 2013 г.; XVII International Conference on Recent Progress in
Many-Body Theories, 2013 г.

Всего работа была представлена автором лично в докладах на 34-х научных
конференциях.

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 27-ми печатных ра
ботах, из них 27 статей в рецензируемых научных журналах [1–27].

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные положения,
выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опубликованные
работы.Подготовка к публикацииполученныхрезультатов проводилась совместно
с соавторами, причем вклад диссертанта был определяющим. Все представленные
в диссертации результаты получены лично автором.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 5-ти
глав, включая обзор литературы, заключения и списка литературы. Общий объем
диссертации составляет 284 страницы, из них 223 страницы текста, включая 83 ри
сунка и 12 таблиц. Библиография включает 557 наименований на 50 страницах.

В первой главе приведен обзор литературы по методам и результатам экс
периментальных исследований неидеальной электрон-ионной плазмы, включая
наблюдения за астрофизическими объектами, статические эксперименты, генера
цию электрических разрядов, электровзрыв проводников, ударно-волновые экспе
рименты, воздействие лазерных импульсов и потоков частиц на вещество, исследо
вания ультрахолодной плазмы. Обсуждаются также существующие теоретические
модели, основанные на квантово-статистическом подходе, использовании псев
допотенциалов для описания взаимодействия частиц, физической и химической
моделях плазмы, формализме электронной плотности. Описаны основные методы
атомистического моделирования неидеальной плазмы или разогретого плотного
вещества: классическая молекулярная динамика и Монте-Карло, квантовая мо
лекулярная динамика, Монте-Карло в терминах интегралов по траекториям, мо
лекулярная динамика с волновыми пакетами. Сделаны выводы о применимости
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указанных подходов для решения актуальных задач физики неидеальной плазмы.
Во второй главе обсуждаются способы расчета статической и динамиче

ской проводимости, а также эффективной частоты столкновений в неидеальной
электрон-ионной плазме с помощью метода классической молекулярной динами
ки. Представлены методы расчета в периодической системе с учетом и без учета
среднего поля, а также в системе с отражающими границами. Обсуждается пе
реход к длинноволновому пределу, проводится анализ спектров автокоррелятора
тока для систем с различными граничными условиями, приводятся результаты
моделирования, сопоставленные с соответствующими теоретических моделями.

В третьей главе описано моделирование релаксационных процессов в
пространственно–неоднородной неидеальной плазме. Рассматриваются процессы
формирования двойного электрического слоя на границе плазма–вакуум, в том
числе вблизи поверхности металла в условиях униполярной дуги. Исследуется ре
лаксация неидеальной плазмы, образованной одиночным многозарядным ионом в
конденсированной мишени. Во всех случаях показана структура установившегося
двойного электрического слоя в зависимости от параметров плазмы, приведены
теоретические оценки и сопоставление с экспериментом.

Вчетвертой главе описаныисследованиядинамики электронов в кластерной
наноплазме. Рассмотрен метод исследования равновесной наноплазмы, основан
ный на остановке ионов и термализации электронов, а также метод исследова
ния релаксации электронов и зарядки кластера. Изложен оригинальный подход к
исследованию колебаний электронов в кластерной наноплазме на основе расче
та пространственно-разрешенной автокорреляционной функции тока. Приведены
результаты расчета установившегося заряда кластера, частот и декрементов за
тухания поверхностных и объемных плазмонов, в зависимости от температуры
электронов, плотности и размера кластера. Приводится описание разработанной
теоретической модели.

Пятая глава посвящена развитию метода молекулярной динамики с волно
выми пакетами. На различных примерах обсуждаются преимущества и недостатки
данного метода. В качестве недостатков указаны: неограниченное расширение
волновых пакетов со временем для электронов вне области сильного взаимо
действия; невысокая точность представления связанных состояний электронов
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и ионов для низколежащих квантовых уровней по сравнению с другими квантово–
механическими подходами; сложность или недостаточная точность существую
щих численных алгоритмов для учета многочастичных квантовых эффектов. Ре
шение каждого из этих вопросов обсуждается в соответствующем разделе данной
главы. Для верификации метода приведены расчеты уравнения состояния водо
родной плазмы, ударной адиабаты дейтерия, а также изоэнтропы ударно-сжатых
дейтерия и гелия. В результате делается заключение об эффективности и области
применения данного метода.

В заключении подводится итог работы, обсуждаются полученные результа
ты, а также перспективы дальнейших исследований.
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Глава 1

Обзор литературы

1.1. Экспериментальные исследования неидеальной
электрон–ионной плазмы

Экспериментальные данные являются основой любой физической теории.
Эти данные могут быть получены как из наблюдения за естественными процесса
ми, так и путем создания соответствующих условий в лабораторных условиях. В
случае неидеальной плазмы и разогретого плотного вещества естественные усло
вия реализуется в астрофизических объектах, тогда как в лаборатории эти состо
яния удается создать, как правило, на непродолжительный промежуток времени.

В первом подразделе приводятся классификация состояний вещества и вво
дятся обозначения, используемые далее во всей работе. В последующих подразде
лах данного раздела описываются способы наблюдения, создания и эксперимен
тального исследования неидеальной электрон–ионной плазмы.

1.1.1. Параметры плазмы и используемые обозначения

Приведем основные определения и обозначения, используемые в работе. Все
формулы, кроме специально обозначенных, приведены в системе единицСГС. Для
констант ифундаментальных постоянных выбраны обозначения: 𝑘B—постоянная
Больцмана, 𝑎B —радиус Бора. Параметры электрон–ионной плазмы описываются
величинами: 𝑚e — масса электрона, 𝑚i — масса иона, 𝑍 — заряд иона, 𝑛e и 𝑛i
— концентрации электронов и ионов, соответственно, 𝜌 — массовая плотность
плазмы, 𝑇e и 𝑇i — температуры электронов и ионов при наличии локального
термодинамического равновесия (в случае изотермической плазмы 𝑇 = 𝑇e = 𝑇i).
В некоторых выражениях используется также обратная температура электронов
𝛽 = 1/(𝑘B𝑇e).

Для описания численной модели и пространственно ограниченной плазмы
необходимо определить следующие величины: 𝑁e и 𝑁i — количество электронов
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и ионов в рассматриваемой системе, 𝐿𝑥, 𝐿𝑦, 𝐿𝑧 — длины сторон прямоугольной
расчетной ячейки (𝐿—длина стороны кубической ячейки), 𝑉 —объем расчетной
ячейки. Для неравновесных систем 𝑇e и 𝑇i могут обозначать мгновенные значения
кинетических энергий на одну частицу 𝑇𝛼 = 2𝐸kin,𝛼/(3𝑘B𝑁𝛼),𝛼 = i, e. С целью со
кращения записи большинство формул приведено для плазмы, содержащей только
один тип ионов с зарядом 𝑍, выражения для плазмы, содержащей спектр ионов с
зарядами 𝑍𝑎, оговариваются особо.

Концентрация электронов в плазме может характеризоваться отношением
среднего расстояния между частицами 𝑎 (аналог радиуса ячейки Вигнера-Зейца в
металлах) к радиусу Бора 𝑎B:

𝑟s =
𝑎

𝑎B
, 𝑎 =

(︂
3

4𝜋𝑛e

)︂1/3

, 𝑎B =
ℏ2

𝑚e𝑒2
. (1.1)

Важными параметрами плазмы являются радиус дебаевского экранирования
𝑟D и его обратная величина 𝜅, а также среднее число частиц в сфере Дебая 𝑁D:

𝑟D =

(︂
𝑘B𝑇e𝑇i

4𝜋𝑒2(𝑛e𝑇e + 𝑍2𝑛i𝑇i)

)︂1/2

, 𝜅 =
1

𝑟D
, 𝑁D =

4𝜋𝑟3D𝑛e
3

, (1.2)

ленгмюровская плазменная частота 𝜔p и период ленгмюровских плазменных ко
лебаний 𝜏e:

𝜔p =

(︂
4𝜋𝑛e𝑒

2

𝑚e

)︂1/2

=

(︂
3𝑒2

𝑚e𝑎3

)︂1/2

, 𝜏e =
2𝜋

𝜔p
, (1.3)

энергия Ферми𝐸F, параметр вырождения 𝜃 и тепловая длина волны де Бройля для
электронов 𝜆e:

𝐸F =
ℏ2(3𝜋2𝑛e𝑍)2/3

2𝑚e
, 𝜃 =

𝑘B𝑇e
𝐸F

, 𝜆e =

(︂
2𝜋ℏ2

𝑚e𝑘B𝑇e

)︂1/2

. (1.4)

Наряду с параметром 𝜃 некоторые авторы (см., например, [28]) для оценки
степени вырождения используют величину Λ3

e𝑛e, где Λe = 𝜆e/(2𝜋). Эти величины
связаны соотношением Λ3

e𝑛e = 8/(3
√
𝜋)𝜃−3/2. Аналогичным образом определяет

ся тепловая длина волны для ионов: 𝜆i =
(︀
2𝜋ℏ2/(𝑚i𝑘B𝑇e)

)︀1/2, Λi = 𝜆i/(2𝜋).
В качестве параметра неидеальности плазмы в данной работе используется
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отношение средней потенциальной энергии кулоновского взаимодействия элек
тронов и ионов к средней кинетической энергии движения электронов

Γ = Γei =

(︂
4𝜋𝑛e
3

)︂1/3
𝑍𝑒2

𝑘B𝑇e
=
𝑟L
𝑎
, (1.5)

где 𝑟L = 𝑍𝑒2/(𝑘B𝑇e)— длина Ландау. Аналогичным образом определяются пара
метры неидеальности для ион–ионного Γii и электрон–электронного Γee взаимо
действий.

Неидеальность плазмы с вырожденной электронной подсистемой, вообще го
воря, определяется соотношением Γdeg = 𝑍𝑒2/(𝑎𝐸F), однако в связи со слабой
степенью вырождения для большинства рассматриваемых систем, значение этого
параметра в работе не приводятся, а состояние плазмы описывается величинами
Γ и 𝜃. Следует отметить, что выражение (1.5) не вполне применимо и для слабоио
низованной невырожденной плазмы, в которой взаимодействие частиц в большей
степени определяется заряд–дипольным взаимодействием.

Для изотермической однозарядной плазмы 𝑇e = 𝑇i, 𝑍 = 1 дебаевский ра
диус (1.2) имеет вид 𝑟D =

(︀
𝑘B𝑇/(8𝜋𝑒

2𝑛e)
)︀1/2, а параметр неидеальности (1.5)

выражается через число частиц в сфере Дебая как Γ = 𝑁
−2/3
D /6. В ряде работ

встречается также параметр неидеальности 𝛾 = 𝑒2𝑛1/3/(𝑘B𝑇 ), где 𝑛 = 𝑛e + 𝑛i.
При 𝑛e = 𝑛i получаем Γ = (2𝜋/3)1/3 𝛾.

На рисунке 1.1 представлена диаграмма в координатах концентрация – тем
пература, на которой обозначены состояния плазмы при различных значениях
этих параметров, а также диапазоны температур и концентраций электронов для
естественных природных объектов и экспериментальных методов исследования
веществ. Одновременно с величиной 𝑛e на правой оси приведена также плотность
водородной плазмы в случае полной ионизации.

На диаграмме показаны состояния вещества в зависимости от параметров
неидеальности и вырождения. Наименее изученными здесь остаются области
невырожденной и вырожденной неидеальной плазмы (области II и III), а также
область так называемого разогретого плотного вещества (warm dense matter) V,
имеющая более размытое определение. Как правило, разогретым плотным ве
ществом называют состояние, в котором необходимо учитывать как эффекты
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Рис. 1.1. Диаграмма температура (ось абсцисс) – концентрация электронов (левая ось ординат) –
плотность водородной плазмы (правая ось). Кривые показывают значения параметров неидеаль
ности Γ и Γdeg (сплошная черная кривая), числа частиц в сфере Дебая 𝑁D (штрих-пунктирная
кривая), параметров вырождения 𝜃 (сплошная синяя кривая) и Λ3

e𝑛e (пунктир), величины 𝑟s. Рим
скими цифрами обозначены состояния вещества: I — невырожденная (классическая) идеальная
плазма, II — невырожденная неидеальная плазма, II′ — невырожденная неидеальная плазма водо
рода с степенью ионизации более 50 %, III — вырожденная неидеальная плазма, IV - вырожденный
идеальный газ электронов, V — разогретое плотное вещество; овалами выделены области пара
метров вещества в различных естественных условиях и технологических процессах, а также в
экспериментах по исследованию экстремальных состояний вещества [29–31].

вырождения, так и эффекты кулоновской неидеальности [31], т.е. это состояние
вещества имеет признаки как твердого тела, так и плотной плазмы. Данная об
ласть наиболее трудна для построения теоретических моделей, но при этом ее
исследование имеет большой фундаментальный и практический интерес.

Следует отметить, что кривая неидеальности также достаточно условна, так
как эффекты неидеальности во многих случаях следует учитывать уже приΓ > 0.1

(эта граница проходит немного ниже кривой 𝑁D = 1).
Роль связанных состояний электронов и ионов, образующих нейтральные

атомы в основном или возбужденном состояниях, согласно оценке [29], суще
ственно возрастает при температурах 𝑘B𝑇 < 𝐼/10, где 𝐼 — потенциал ионизации
атома. Для водорода, например, эта граница проходит при 𝑇 ≈ 15000 K. Оценки
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для кривых 50 % диссоциации молекул H2 и 50 % ионизации атомов водорода
из [32] показаны на диаграмме пунктирными линиями. Для Γ < 0.1 эти результа
ты получены из уравнения Саха без учета эффектов неидеальности, для Γ > 0.1

кривые продолжены на основе данных [33] с учетом оценки снижения потенциалов
ионизации и диссоциации в неидеальной плазме. Наименьшей энергией иониза
ции обладают щелочные металлы, для них кривая ионизации проходит в ∼ 2.5

раза ниже по температуре.
При температурах существенно ниже порога ионизации вещество также мо

жет находится в состоянии плазмы, если это состояние является неравновесным.
Типичным примером такой системы является ультрахолодная плазма с темпера
турой электронов в диапазоне 1 − 1000 K [34], более подробно рассмотренная в
разделе 1.1.8.

Выше кривой 𝑟s = 1 возникает перекрытие электронных оболочек сосед
них атомов, что приводит к ионизации давлением. Для теоретического анализа
вещества в этой области часто используется модель однокомпонентной плазмы,
в которой классические ионы рассматриваются на однородном нейтрализующем
фоне отрицательного заряда. При параметре неидеальности для ионов Γii > 178

ионы образуют кристаллическую решетку, что приводит, в частности, к появлению
металлической фазы водорода.

В данной работе нас будет интересовать в первую очередь неидеальная элек
трон–ионная плазма с высокой степенью ионизации и малым или умеренным вы
рождением электронного газа. На рисунке 1.1 этому соответствует область II (для
равновесной водородной плазмы — II′), а также части областей III и V, прилега
ющие к кривой 𝜃 = 1. В указанных областях ионы можно считать классическими
частицами, так как вырождение ионной компоненты и другие квантовых свойства
атомных ядер проявляются при значительно больших плотностях, при которых
параметр вырождения для ионов Λ3

i 𝑛i становится близким к единице.
Мы также ограничимся рассмотрением температур, не превышающих 106 K,

при которых можно пренебречь релятивистскими эффектами движения электро
нов. Ввиду того, что рассматриваемые плазменные образования или моделируе
мые фрагменты плазмы имеют размеры порядка нескольких нанометров, не будут
рассматриваться и электродинамические явления, такие как, поглощение или из
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лучение электромагнитных волн, релятивистское запаздывание взаимодействия
и др. Таким образом, взаимодействие между частицами плазмы будет считаться
электростатическим и дальнодействующим (не запаздывающим).

1.1.2. Наблюдения за астрофизическими объектами

Как видно из рис. 1.1 условия, при которых неидеальная плазма может су
ществовать в стационарном состоянии, далеки от нормальных условий на по
верхности Земли. Однако, в таком состоянии находится значительное количество
вещества во вселенной (около 99 % видимой материи разогрето до температуры
более 105 K [30,35]), поэтому наблюдение за соответствующими астрофизически
ми объектами, может дать необходимую информацию о свойствах неидеальной
плазмы и разогретого плотного вещества.

Примерами таких объектов являются гигантские планеты, во внутреннем
слое которых находится сжатая до давлений в несколько Мбар смесь водорода
и гелия [36–39]. Эта смесь может находиться в различных фазовых состояниях,
часть из которых может быть отнесена к разогретому плотному веществу. Экс
периментально наблюдаемыми здесь являются: масса и момент инерции планеты,
состав атмосферы, гравитационные аномалии и др. Важным вопросом для объ
яснения наблюдаемых данных является смешиваемость водорода и гелия на раз
личном удалении от центра планеты, а также возможность плазменного фазового
перехода в водороде (см. раздел 1.1.5), определяющего наличие резкой границы
между слоями с малым и большим содержанием гелия. В связи с большим объемом
наблюдений основная часть работ в данной области посвящена анализу и числен
ному моделированию вещества в недрах Юпитера [40–42] и Сатурна [43, 44].

Другим классом наблюдаемых астрофизических объектов являются звезды.
Наибольший интерес здесь представляют коричневые [36,37] и белые [45] карлики,
а также оболочки нейтронных звезд [46]. Их исследования также связаны с опре
делением свойств водорода дейтерия при высоких давлениях, в частности, метал
лического водорода вжидком и кристаллическом состояниях. Неменьшей интерес
представляют и исследования солнечной плазмы. Важнуюинформацию здесь дает,
например, анализ колебаний поверхности солнца (гелиосейсмология) [47], позво
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ляющий построить модели уравнения состояний солнечной плазмы в конвектив
ной зоне [48,49]. Неидеальная плазма играет также важную роль и в исследованиях
высокоскоростных ударов метеоров по поверхности космических аппаратов [50].

Подробный обзор методов наблюдения за астрофизическими объектами и
создания неидеальной плазмы в лабораторных условиях представлен, например,
в работе [51].

1.1.3. Статические эксперименты

Исторически одним из первых методов исследования неидеальной плазмы
был омический нагрев веществ в печах под большим давлением [52]. Ограничени
ем такого метода является стойкость конструкционных материалов (капсул) при
высоких температурах и давлениях. Обычно температуры образцов в этом методе
не превышают 3000 K. Тем не менее, для исследования паров щелочных металлов,
имеющих низкую энергию ионизации (3.9 эВ для цезия), метод оказался вполне
пригодным.

В последнее время исследование экстремальных состояний вещества в ста
тических условиях чаще всего проводится с использованием алмазных накова
лен [53,54]. Этот метод появился в конце 1950-х годов и использовался для изуче
ния широкого класса веществ при высоких давлениях. Уникальными свойствами
алмаза являются его твердость, а также хорошая проницаемость для излучения в
диапазоне от инфракрасного до рентгеновского, используемого с целью диагно
стики сжатых образцов. Рекордные давления, полученные в алмазных наковаль
нях, на данный момент превышают 1 ТПа [55]. В частности, с помощью такого
типа экспериментов получены свидетельства о металлизации твердого атомар
ного водорода (перехода Вигнера-Хантингтона) при давлениях около 500 ГПа и
криогенных температурах [56].

Исследования в алмазных наковальнях могут проводиться как при низких,
так и при высоких температурах (до 5700 K [57]). Однако, эти условия все еще
не вполне соответствуют плотному разогретому веществу, поэтому в последнее
время стали развиваться методы совмещения статических и динамических экспе
риментов. Одной из первых таких работ стал эксперимент [58], в которой рассмат
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ривалось распространение ударной волны в водороде, предварительно сжатом до
давления 0.7 − 1.2 ГПа в алмазной наковальне. Ударная волна инициировалась
лазерным импульсом. В последующих работах [59–64] этим способом удалось ис
следовать ударные адиабаты водорода, дейтерия и гелия для давлений до 180 ГПа,
хотя эти установки требуют очень высоких интенсивностей лазерного излучения
и поэтому доступны лишь в нескольких лабораториях.

1.1.4. Электрические разряды и электровзрыв проводников

Метод изобарического нагрева проводников в капиллярах [65] или в атмо
сфере инертного газа [66] путем пропускания мощного импульса тока положил
начало динамическим экспериментам для получения и исследования проводимо
сти неидеальной плазмы. В качестве рабочего тела в этих экспериментах в первую
очередь использовались щелочные металлы (жидкий цезий, проволочки из ка
лия, натрия или лития), по которым пропускался импульс тока, достаточный для
испарения (электровзрыва) и ионизации вещества. Основным недостатком этого
метода является сильная пространственная неоднородность плазмы, вызванная
развитием неустойчивостей и стратификацией разряда.

В [67] были проведены измерения проводимости плазмы алюминия и меди
при температурах (1 − 3) · 104 K, образующейся при взрыве тонкой проволоки
исследуемого вещества в воде. Наиболее значимым результатом работы стало
определение минимумов на зависимостях проводимости от плотности, которые
указывают на фазовый переход металл-неметалл. При этом в работе отмечается
недостаток данных по уравнению состояния вещества (использовалась модель
SESAME), необходимых для определения температуры плазмы. Более точный
анализ этих экспериментов с применением компьютерного моделирования стал
возможен лишь с появлением широкодиапазонных уравнений состояний вещества
(см. раздел 1.2.3).

Дальнейшее совершенствование экспериментов в этой области было направ
лено на обеспечение равномерности нагрева исследуемого вещества. В это связи
следует отметить методику электровзрыва тонких фольг, помещенных между пла
стинами прозрачного материала, позволяющего использовать оптические методы
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диагностики [68]. С помощью этой методики удалось исследовать указанный вы
ше переход металл-неметалл в жидком железе [69], фольфраме [70], угрероде и
графите [71], а также других веществах.

Другим способом, позволяющим получить неидеальную плазму с концен
трацией зарядов 1018 − 1021 см−3 в состоянии локального равновесия является
использование электрических разрядов высокого давления [72]. Наибольшая кон
центрация зарядов здесь достигается в случае импульсных разрядов в жидко
сти [35, 73, 74]. В некоторых из этих экспериментов для инициирования разряда
используется тонкая проволока, что близко к постановке упомянутого выше экс
перимента [67].

Описание разрядов в ваккуме (вакуумных дуг) также требует привлечения
теории неидеальной плазмы, возникающей на поверхности катодного пятна и в
прикатодной области [75–77]. Интересным и практически значимым является, на
пример, исследование униполярных дуг, образующихся под воздействие мощного
микроволнового излучения на поверхности металла в современных ускорителях
и токамаках [78–80]. Моделирование такой плазмы обсуждается в разделе 3.2.

Еще одно направление исследования прикатодной плазмы связано с нано
секундными искровыми разрядами в воздухе [81, 82]. В указанных работах на
основе лазерных интерферограмм, тенеграмм, и шлирен-изображений с высоким
пространственным (до 3 мкм) и временным (до 1 − 2 нс) разрешением иссле
дована эволюция плазмы с температурой 1 − 5 эВ и концентрацией электронов
1019 − 1020 см−3, возникающей в области катодного острия. Для описания коэф
фициента отражения и поглощения диагностического излучения авторы исполь
зовали модель комплексной диэлектрической проницаемости идеальной плазмы,
однако оценки показывают, что здесь более уместна была бымодель проводимости
неидеальной плазмы, рассмотренная в главе 2.

1.1.5. Ударно-волновые эксперименты

В данном подразделе описывается неидеальная плазма, получаемая на фрон
те ударных волн в газах и твердых телах. В этом случае разогрев вещества происхо
дит за счет адиабатического сжатия и диссипации энергии нафронте волны. Обзор
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методов генерации и исследования ударных волн приведен в [83, 84]. В лабора
торных условиях наибольшее распространение получили методы инициирования
ударных волн, основанные на использованиимощных лазеров и конденсированных
взрывчатых веществ.

Ударно-волновые эксперименты по исследованию неидеальной плазмы воз
духа, неона, аргона и ксенона были начаты в 1970-х годах [35, 85]. Выбор в по
следующем инертных газов, преимущественно ксенона, был связан с отсутствием
потерь энергии на диссоциацию молекул, относительной простотой интерпрета
ции спектральных данных и высокой молярной массой (для ксенона). Например,
в работе [86] на фронте ударной волны в ксеноне получена плазма с температурой
𝑇 = (1 − 3) · 104 K и концентрацией электронов 𝑛e = 1018 − 2 · 1021 см−3, при
которых параметр неидеальности достигает Γ ⩽ 3.

В первыхработах подобного типа измерения статическойпроводимостиплаз
мы проводились зондовым методом [86]. Дальнейшее развитие инструментов ди
агностики на основе коэффициента отражения лазерного излучения от фронта
ударной волны позволило получить данные о динамической проводимости неиде
альной плазмы ксенона, однако результаты этих экспериментов поставили и ряд
новых вопросов. Так в [87] получена зависимость коэффициента отражения лазер
ного излучения𝑅 на длине волны 𝜆 = 1.064 мкм от плотности ксеноновой плазмы
в диапазоне параметров 𝑇 ≈ 3 ·104 K, 𝑛e = (1.8−9.1) ·1021 см−3, Γ = 2−7, а в ра
боте [88] опубликованы аналогичные данные для длины волны диагностического
излучения 𝜆 = 0.694 мкм.

Сопоставление этих данных приводит к следующим противоречиям. Соглас
но классической формуле Друде зависимость проводимости плазмы от частоты
падающего излучения 𝜔 имеет вид

𝜎(𝜔) =
𝜔2
p

4𝜋

1

𝜈 − 𝑖𝜔
, (1.6)

где частота столкновений 𝜈 определяется параметрамиплазмы.Однако результаты
указанных выше экспериментов можно описать, только допустив зависимость 𝜈 от
𝜔. Кроме того, форма полученных зависимостей𝑅 от 𝜔p/𝜔 не может быть описана
формулой Френеля для отражения излучения от слоя с резкой границей. Наконец,
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абсолютные значения 𝜈, которыми можно описать результаты измерений, почти на
порядок отличаются от известных формул для бесстолкновительной плазмы [89].

Теоретический анализ экспериментов [86, 87] был проведен позже в рабо
тах [90, 91], где было введено понятие динамической проводимости 𝜈(𝜔), пред
принята попытка оценить ее значение в рамках борновского приближения для
описания столкновений частиц, учтено распределение микрополей в плазме, а
также рассмотрено влияние конечной ширины отражающего слоя, связанной с
неоднородностью плазмы на фронте ударной волны. В [92–95] предложена уточ
ненная модель фронта ударной волны, а значения 𝜈(𝜔) были определены как
на основе результатов компьютерного моделирования [92, 95], так и с помощью
квантово-статистических методов [93, 94]. Это позволило с хорошей точностью
описать экспериментальные данные.

В последующем исследования ударно-сжатой ксеноновой плазмы были про
должены: проведены измерения коэффициента отражения на длине волны 𝜆 =

0.532 мкм [96], исследовано отражение s- и p-поляризованного излучения, пада
ющего на поверхность плазмы под разными углами [97–101], усовершенствова
на теоретическая модель, позволившая объяснить результаты этих эксперимен
тов. В работах [102–104] расчеты коэффициента отражения проведены на основе
результатов моделирования неидеальной плазмы ксенона методом функционала
электронной плотности (см. раздел 1.3.4).

В целом создание новых экспериментальных методик и развитие методов
компьютерного моделирование позволили за прошедшие 30 лет прояснить ситуа
цию с аномальным коэффициентом отражения от ксеноновой плазмы, обнаружен
ным в [86, 87]. Однако, задачи разделения эффектов неидеальности и нерезкого
фронта ударной волны, расчета формы фронта из гидродинамических моделей,
получения точного выражения для диэлектрической проницаемости плазмы пока
еще не решены до конца.

Рассмотрим теперь ряд работ по генерации ударных волн в твердых телах,
инициируемых как взрывчатыми веществами (в первых работах), так и мощными
лазерными импульсами (преимущественно с 1990-х годов). Эти эксперименталь
ные методы широко использовалась для исследования фазовых превращений при
высоких давлениях, окольной прочности и других практически важных характе
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ристик твердых тел [83, 84]. Однако, при определенных условиях состояния на
фронте ударной волны соответствуют определению разогретого плотного веще
ства или неидеальной плазмы.

В отличие от газовых мишеней, диагностика состояния плазмы здесь изна
чально основывалась лишь на поведении поверхности образца при выходе на нее
ударной волны.Например, в [87] исследовался коэффициент отражения от поверх
ности кремния, демонстрирующий резкий рост проводимости плазмы на фронте
ударной волны. С помощью коэффициента отражения от свободной поверхности,
но с инициированием ударной волны лазерными импульсом, в [105] измерена про
водимость плазмы алюминия. Измерения временной зависимости коэффициента
отражения от ударно-сжатой плазмы алюминия представлены в [106], при этом
значения проводимости оказались на порядок меньше теоретических оценок.

В [107] приведен расчет параметров концентрации и температуры ионов в
ударно-сжатой плазме кремния 𝑛i = (1.17 − 1.34) · 1023 см−3, 𝑇i = 2.4 − 4.7 эВ,
который говорит о высокой степени неидеальности для ионов Γii = 40− 76. В ра
боте также показано, что плазма изначально является неизотермической с 𝑇i > 𝑇e,
где 𝑇e — температура электронов из зоны проводимости. Измерение излучения
от поверхности образца с временным разрешением 20 пс и сопоставление резуль
татов измерений с расчетной гидродинамической моделью позволило получить
оценку характерного времени электрон–ионной релаксации 𝜏 = 250 пс, которая
на два порядка превосходит значение, полученное по формуле Ландау-Спитце
ра [89, 108].

Прорывом в развитии диагностики ударно-сжатого вещества стало создание
методов, основанных на рассеянии рентгеновского излучения на электронах. В од
ной из первых работ [109] рентгеновское излучение с энергией фотонов 4.75 кэВ
использовалось для исследования ударно-сжатого алюминия. В результате сравне
ния экспериментальных и расчетных угловых зависимостей для сечения томпсо
новского рассеяния был подтвержден результат [107] о значительном замедлении
электрон–ионной релаксации по сравнению с теорией идеальной плазмы. Этот
вопрос обсуждается и во многих последующих работах [110,111].

Использование неупругого (комптоновского) рассеяния позволило получить
еще больше информации о свойствах вещества, в частности, определить темпе
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ратуру, плотность, динамический структурный фактор, дисперсию и декремент
затухания плазмонов в вырожденной подсистеме электронов [112–117].

Если в первых работах диагностические рентгеновские импульсы создава
лись вторичным излучением, полученным от мишеней, облученных мощными оп
тическими лазерами, то в последующем им на смену пришли лазеры на свободных
электронах, значительно расширившие возможности диагностики [118–120].

1.1.6. Исследования водорода и дейтерия при высоких давлениях

Исследования водорода и дейтерия при высоких давления следует выделить
в отдельный раздел. С одной стороны, эти работы имеют важные приложения в
области управляемого термоядерного синтеза и описания указанных выше аст
рофизических объектов (см. раздел 1.1.2), а с исследованиями металлического
водорода при высоких давлениях связываются надежды на получение высокотем
пературной сверхпроводящей фазы. С другой стороны, эти вещества ввиду про
стоты их строения являются хорошей моделью для отработки и сопоставления
различных теоретических подходов и методов компьютерного моделирования, в
том числе, являющихся предметом настоящей работы.

Началомисследований ударно-сжатого водородаможно считать работу [121],
в которой с использованием взрывчатых веществ для инициирования ударной вол
ны было получено давление 4 ГПа при температуре 1100 K. В [122, 123] удалось
достичь уже давлений 20−90 ГПа в жидком дейтерии при температуре до 7000 K.
В [124] получены новые результаты в диапазоне давлений 2 − 76 ГПа. Ударная
волна здесь создавалась в изначально жидком веществе при криогенных темпера
турах с использованием алюминиевого ударника. С использованием этих данных
и результатов [122, 123] в [124] были построены ударные адиабаты (адиабаты Гю
гонию) для водорода и дейтерия при давлениях до 90 ГПа.

Дальнейшее повышение давления в ударно-волновых экспериментах потре
бовало разработки новых методик. Одной из них стало использование мощных
лазерных импульсов, воздействующих на металлический ударник с абляционным
покрытием, который затем создает ударную волную в образце. С использованием
лазерных импульсов интенсивностью 1013 − 3 · 1014 Вт/см2 на установке “Nova”
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в Ливерморской национальной лаборатории США таким способом было достиг
нуто давление 320 ГПа в жидком дейтерии [125, 126]. Результаты экспериментов
указывали на наличие фазового перехода при давлении около 100 ГПа, который
отражался на ударной адиабате в виде резкого роста сжимаемости плазмы до
5.5− 6 раз относительно нормальной плотности дейтерия.

Аномально высокие степени сжатия, полученные в [125, 126], тем не менее,
расходились с имеющимися теоретическими моделями [127] и расчетами мето
дом КМД-КТ [128] (см. раздел 1.3.4). Верификацией этих результатов занялись
различные экспериментальные группы по всему миру. Наиболее убедительные
измерения, опровергающие результат [125, 126], были получены в Сайндийской
национальной лаборатории США [129,130] и в ВНИИЭФ в Сарове [131,132].

В [129,130] для создания ударной волны использовалась уникальная установ
ка, получившая название “Z-machine”, в которой за счет прохождения огромного
тока по массиву взрывающихся проводящих проволочек создавался импульс маг
нитного поля, ускоряющий ударник и сжимающий образец. При скорости ударни
ка свыше 22 км/с были достигнуты давления 400 ГПа и плотности образца более
1.5 г/см3. Максимальная сжимаемость дейтерия составила 4.3, а адиабата Гюгонио
имела более плавную зависимость от давления, что находится в хорошем согласии
с уравнением состояния SESAME [127] и результатами расчетов [128,133,134].

Одновременно с этим в ВНИИЭФ была разработана методика сжатия твер
дого дейтерия с помощь взрывчатых веществ на основе сферически сходящихся
ударных волн [131, 132, 135]. Результаты этих экспериментов также подтвердили
данные Сандийской лаборатории [129,130].

Окончательный ответ на вопрос о форме адиабаты Гюгонио и максималь
ной сжимаемости водорода и дейтерия был получен уже в последние годы, когда
в результате экспериментов на обновленной “Z-machine” [136], а также на но
вой лазерной установке “Omega” [137] были выполнены прецизионные измерения
при давлениях до 1000 ГПа [137]. Эти результаты подтвердили максимальную
сжимаемость дейтерия 4.3 − 4.5, что согласуется с большинством уточненных
теоретических моделей и результатов компьютерного моделирования. В то же
время авторы [136, 137] отмечают, что в настоящий момент не существует теоре
тической модели, которая удовлетворительно описывала бы экспериментальные
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данные во всей исследованной области параметров. Как правило, при давлениях
свыше 500 ГПа эксперименты показывают более высокую степень сжатия, чем все
имеющиеся результаты расчетов.

Большое количество экспериментальных и теоретических работ посвящено
исследованию перехода водорода и дейтерия из состояния молекулярной в состо
яние атомарной жидкости при высоких давлениях, что сопровождается резким ро
стом проводимости вещества. Этот эффект часто называют диссоциативным или
плазменным фазовым переходом [138–146]. Для наблюдаемого в эксперименталь
ных работах скачка проводимости обычно применяется термин “металлизация”,
хотя в [147] отмечается, что для возникновения металлической фазы необходимо
появление соответствующей зонной структуры.

Экспериментальные свидетельства диссоциации жидкого водорода и перехо
да его в проводящее состояние при высоких давлениях появились еще в ран
них работах по сжатию в легкогазовых пушках [148, 149]. Резкий рост про
водимости дейтерия при давлениях более 50 ГПа подробно исследовался и в
последующих динамических экспериментах с помощью описанных выше мето
дик [63, 125, 126, 147,150–155].

Результаты этих экспериментов не вполне соответствуют друг другу. На
пример, на “Z-machine” [153] фазовый переход регистрируется при давлениях
на ∼ 100 ГПа выше, чем во многих других работах. Проблемой здесь является
то, что температура в динамических экспериментах, как правило, не измеряется
напрямую, а рассчитывается на основе тех или иных моделей. Еще одной про
блемой является различающиеся на несколько порядков времена существования
ударно-сжатого вещества. Обсуждение этих различий активно ведется в литера
туре [154–156] и окончательная точка в этом вопросе пока еще не поставлена.

Не вполне ясным остается и характер самого фазового перехода. В одних
работах приводятся аргументы в пользу фазового перехода первого рода с при
сущей ему областью неустойчивости и критической точкой [143, 157]. В пользу
этого говорит наличие участка постоянной температуры (плато) при нагреве в ста
тических экспериментах [155]. С другой стороны, проведенный в [158] на основе
машинного обучения анализ большого объема экспериментальных и расчетных
данных по скачку проводимости в жидком водороде говорит о том, что этот пере
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ход имеет скорее плавный характер, не соответствующий определению фазового
перехода первого рода. В [159] утверждается, что в рассматриваемой области па
раметров существует по крайней мере три различных фазовых перехода, и лишь
один из них связан с появлением свободных зарядов, что соответствует понятию
плазменного фазового перехода.

Отдельного внимания здесь заслуживают работы по квазиизоэнтропическо
му сжатию вещества, получаемому с помощью последовательности прямых и от
раженных ударных волн [147, 152, 160–163]. Данная методика позволяет достичь
мегабарного диапазона давлений с существенно меньшим разогревом плазмы, по
сравнению, например, с описанными выше лазерными экспериментами.

В [147, 152, 161] рассматривается многократное сжатие водорода, дейтерия,
гелия и ксенона в плоской и циллиндрической геометрии. В [147] для всех ис
следованных веществ при сжатии, начиная с некоторой пороговой плотности,
наблюдался резкий рост проводимости на несколько порядков. Для водорода этот
рост был отмечен в области плотностей 𝜌 = 0.3 − 1 г/см3 при температуре, не
превышающей 5.3 · 103 K, т.е. значительно ниже порога термической ионизации.
В качестве объяснения данного эффекта рассматривалось снижение потенциала
ионизации в неидеальной плазме.

В [152] был получен необычный скачок плотности на изоэнтропе дейтерия
при давлении 125−130 ГПа, в результате которого плотность изменялась на 25 %.
Указания на такое поведение изоэнтропы имеются также в некоторых теоретиче
ских работах, например, в уравнении состояния [157], основанном на квантово–
статистическом подходе, расчетах методом Кара-Паринелло [141], МКИТ [164] и
КМД [143] (см. описания методов в разделе 1.3). По мнению авторов указанных
работ, этот результат является свидетельством плазменного фазового перехода
первого рода.

Дальнейшее развитие данной экспериментальной методики привело к созда
нию устройств сферической геометрии, в которых были достигнуты рекордные
давления и плотности для плазмы дейтерия и гелия [160, 162, 165–171]. Для диа
гностики такой плазмы в ВНИИЭФ была создана уникальная установка, основан
ная на тормозном рентгеновском излучении электронов, ускоряемых бетатронами
до ∼ 60 МэВ. Этим способом в [160] было получено давление плазмы дейтерия
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1830 ГПа, в [160] — 2210 ГПа, в [166,167] — 5500 ГПа, в [162,169] — 11400 ГПа,
а в [171] — 20000 ГПа.

С использованием новых технических возможностей область предполагае
мого фазового перехода [152] была повторно исследована с помощью устройств
сферической [168] и цилиндрической [170] геометрии. Эти эксперименты под
твердили скачок плотности в диапазоне 𝜌 = 1.46 − 1.68 г/см3 при давлении
𝑃 = 150− 160 ГПа, как для чистого дейтерия, так и для смеси дейтерия с гелием.
В [168] также есть указания на изменение наклона изоэнтропы при давлении более
154 ГПа, однако последующие эксперименты этого не подтвердили.

Представленные в [170, 171] новые теоретические расчеты, выполненные с
помощью химической модели SAHA [168], также предсказывают скачок плотно
сти, близкий к экспериментальному, но при давлениях около ∼ 600 ГПа, хорошо
согласуясь при этом с экспериментом при 𝑃 < 150 ГПа. Расчеты методом кван
товой молекулярной динамики, напротив, скачок плотности не воспроизводят, но
хорошо согласуются с экспериментальными данными в области высоких давлений
𝑃 > 150 ГПа. При обсуждении этих различий в [170] указывается на высокую сте
пень неопределенности температуры сжатого вещества в ударных экспериментах
и необходимость развития новых экспериментальныхметодик для ее определения.

Не волне ясными остаются пока и положения тройных точек на фазовой
диаграмме водорода и дейтерия (молекулярная жидкость – атомарная жидкость
– молекулярный кристалл), а также верхней границы существования твердого
металлического водорода [155, 168]. Тем не менее, вклад ударных экспериментов
в исследования неидеальной плазмы и разогретого плотного вещества сложно
переоценить.

1.1.7. Воздействие лазерных импульсов и потоков частиц на вещество

Развитие в 1980-90-х годах мощных лазеров, способных генерировать им
пульсы пико- и фемтосекундной длительности, сделало возможным исследование
экстремальных состояний вещества, образующихся в результате воздействия ла
зерного излучения на твердые, газообразные и кластерные мишени [172,173].

В настоящее время лазерная плазма, получаемая на установках петаваттного
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класса, широко используется как источник рентгеновских и гамма импульсов, те
рагерцового излучения, потоков электронов, ионов и нейтронов с высокими энер
гиями. Их область применения связана с рентгеновской диагностикой вещества с
субпикосекундным временным разрешением (в том числе распространения удар
ных волн), инициированием ядерных реакций, управляемым термоядерным синте
зом, ядерной фотоникой, медицинскими приложениями (см., например, [174–178]
и ссылки в указанных статьях).

При воздействии лазерного импульса на газовую мишень первичное погло
щение излучения происходит на всей длине мишени, а при воздействии на метал
лическую мишень — в приповерхностном слое. За счет высокой интенсивности
поля световой волны и многофотонного поглощения происходит быстрая пер
вичная ионизация отдельных атомов или электронов проводимости [179], причем
воздействие на твердотельные мишени фемтосекундных импульсов не приводит
к образованию приповерхностного плазменного слоя, как это наблюдалось для
импульсов большей длительности [180].

Ускоренные в поле лазерной волны первичные электроны испытывают столк
новения с другими атомами мишени и также ионизуют их, что в конечном итоге
создает “лазерную плазму”. При интенсивностях излучения более 1015 Вт/см2

и относительно пологом профиле плотности плазмы более эффективным стано
вится механизм резонансного поглощения, при котором на границе критической
плотности плазмы 𝜔 ≈ 𝜔p возбуждается плазменная волна, распространяющаяся
вглубь вещества и передающая ему энергию импульса [181, 182]. При резкой гра
нице плазмы либо при еще более высокой интенсивности импульса доминирует
механизм вакуумного нагрева, при котором электроны, вылетая с поверхности,
ускоряются на полупериоде колебаний светового поля и возвращаются в вещество
мишени с большей энергией [183–185].

При высоких интенсивностях лазерных импульсов 𝐼 ⩾ 1015 Вт/см2 обра
зующаяся плазма хорошо описывается бесстолкновительной моделью, а для ее
моделирования, как правило, применяются гидродинамические подходы или ме
тод частиц в ячейке (см. раздел 1.3.3). Неидеальная плазма может быть получе
на при облучении твердотельных мишеней импульсом умеренной интенсивности
𝐼 = 1012 − 1015 Вт/см2 [184, 186–190] или в результате воздействия на вещество
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предимпульса к основному импульсу более высокой интенсивности [191, 192]. В
большинстве указанных здесь работ исследуется неравновесное состояние неиде
альной плазмы после ее возникновения. В отличие от плазмы на фронте ударной
волны, где энергия волны передается в первую очередь ионной подсистеме, а тем
пература частично вырожденной плазмы электронов остается достаточно низкой,
в случае лазерной плазмы основной нагрев испытывают электроны, которые затем
расходую свою энергию на плавление ионной решетки (для твердых тел) и нагрев
ионов за счет столкновений [179]. Одновременно с этим происходит частичный
вылет электронов из вещества мишени, формирование двойного электронного
слоя на границе плазмы, а на больших временах — расширение ионной подсисте
мы и разлет плазмы. Часть энергии при этом тратится на излучение и генерацию
высокоэнергетичных частиц.

Таким образом, особенностью теоретического исследования лазерной плаз
мы является необходимость учета большого числа одновременно происходящих
процессов, включая электрон–ионную релаксацию. При этом, например, установ
ление локального равновесия в электронной подсистеме происходит фемтосе
кундном, а электрон–ионная релаксация, плавление ионной решетки и разлет
плазмы — на пикосекундном временных масштабах [186].

Другой проблемой построения теоретическихмоделей неидеальной лазерной
плазмы является широкий диапазон изменения параметров вещества в процессе
релаксации (температур электронов и ионов, среднего заряда ионов, плотности
плазмы, параметров неидеальности и вырождения для электронов). Например,
в [187] показана зависимость этих параметров от пространственной координаты,
направленной вглубь мишени. Видно, что параметры Γ и 𝜃 меняются в очень широ
ких пределах, поэтому теоретическая модель должна включать в себя выражения
для частоты электрон–ионных столкновений, теплопроводности, диэлектрической
проницаемости, коэффициентов поглощения лазерного излучения и радиацион
ных потерь, а также уравнений состояния (внутренней энергии и давления) в
диапазоне от вырожденной металлической до слабонеидеальной газовой плазмы.

С учетом этих особенностей в серии работ [187,188,191,193,194] была пред
ложена двухтемпературная гидродинамическая модель, включающая процессы
ионизации и распространения лазерного импульса, которая позволила описать
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абляцию и излучение в тонких пленках и других твердотельных мишенях, об
лученных короткими лазерными импульсами. Данная модель опирается на ши
рокодиапазонные уравнения состояния [195, 196]. Для описания свойств плазмы
в малоисследованных областях параметров используется интерполяция частоты
электрон–ионных столкновений и других величин, идея которой была высказана
в более ранних работах [197]. Альтернативная модель столкновительного затуха
ния, основанная на квантово-статистическом подходе, представлена в [198].

Попытка экспериментального определения скорости электрон–ионной ре
лаксации в неидеальной лазерной плазме была предпринята в [199], где газовая
струя SF6 облучалась импульсом c длительностью 10 пс и энергией порядка 1 Дж.
Первоначально электроны нагревались до температуры 𝑇e ≈ 100 эВ, при холод
ных ионах. На временах около 200 фс происходил нагрев ионов, связанный с
их разупорядочением (disorder induced heating), после чего наступала фаза элек
трон–ионной релаксации. Использование томпсоновского рассеяния и доплеров
ского уширения спектров поглощения позволило оценить изменение температур
электронов и ионов на временах порядка 200 пс. Однако, результаты этого экс
перимента, а также проведенного позже компьютерного моделирования [200] не
позволили прояснить механизм релаксационных процессов.

Поскольку поглощение лазерного излучения в твердотельных мишенях про
исходит в приповерхностном слое, использование пространственно-неоднородных
мишеней: пористых сред [201–204], поверхностей с напыленными наночастица
ми [205–207] и наностолбиками [208–210], а также других типов наноструктури
рованных мишеней [211, 212], повышает эффективную площадь поверхности и,
соответственно, увеличивает эффективность поглощения света.

Еще больший энерговклад достигается при воздействии лазерного излуче
ния на поток атомарных или металлических кластеров нанометрового размера
(нанокластеров). Нагрев частиц в этом случае увеличивается из-за более медлен
ного отвода тепла, при том, что средняя плотность вещества в потоке кластеров
превышает таковую для газовой плазмы [213–215]. Эти свойства кластеров впер
вые были экспериментально подтверждены в работах [216,217], где исследовалась
генерация рентгеновского излучения при воздействии импульсов субпикосекунд
ной длительности и интенсивности 𝐼 = (1017− 1019) Вт/см2 на кластеры криптона
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и ксенона.
Более подробное исследование плазмы, образующейся при облучении кла

стеров из атомов инертных газов нанометрового размера (наноплазмы), было про
ведено в серии работ [218–221], где были рассмотрены процессы ионизации, на
грева и термализации электронов, а также разлета ионов за счет кулоновского
отталкивания, получившего название “кулоновский взрыв”. В качестве основных
механизмов нагрева электронов отмечены эффекты надбарьерной ионизации и
обратного тормозного рассеяния при столкновении электронов с ионами. При ин
тенсивности лазерного излучения более 1016 Вт/см2 наблюдался выход горячих
электронов с энергиями 1 КэВ и выше, а также ионов с энергиями до 1 МэВ.

В [220] для исследования динамики наноплазмы была применена модифи
цированная методика “pump-probe”, в которой вслед за ионизирующим (pump)
импульсом длительностью 50–5000 фс с контролируемой задержкой следовал ди
агностический (probe) импульс, который в отличие от традиционной схемы “pump–
probe” имел в 10 раз большую интенсивность, чем ионизирующий импульс. Пи
ковые интенсивности первого и второго импульсов составляли порядка 1016 и
1017 Вт/см2, соответственно. В результате был обнаружен максимум поглощения
второго импульса при задержке между импульсами порядка 1 пс. Это указывает
на наличие еще одного механизма поглощения лазерного излучения, связанно
го с резонансом между частотой светового поля и коллективными колебаниями
электронов в кластере.

Резонанс в наноплазме возникает при достижении кластером определенно
го размера в процессе разлета ионов и изменения плотности плазмы, влияющей
на частоту колебаний электронного облака. Другие способы экспериментального
исследования резонансного поглощения основаны на варьировании длительности
основного лазерного импульса [222] или наблюдении изменения поляризуемости
кластерной среды при переходе электронной плотности через значение критиче
ской плотности [223]. Позднее эффект резонансного поглощения подробно ис
следовался, например, для наноразмерных капель гелия, допированных атомами
инертного газа [224–226].

Для теоретического описания резонансного поглощения короткого импульса
в кластерной наноплазме необходимо знать спектр электронных колебаний при



37

определенном размере кластера (этот вопрос подробно обсуждается в главе 4)
и динамику разлета ионов после ионизации. Экспериментальное исследование
разлета ионов выполнено, например, в [221], где были получены зависимости
максимальной энергии вылетающих ионов от исходного размера кластера и ин
тенсивности лазерного излучения.

Механизмы поглощения лазерного излучения, ионизации, нагрева и кулонов
ского взрыва нанокластеров обсуждается в ряде теоретических работ [213–215,
227–230] и работ по компьютерному моделированию (см. разделы 1.3.2 и 1.3.3).
Примерами практического применения кластерной наноплазмы могут служить
источники высокоэнергетичных электронов [231, 232], протонов [233], многоза
рядных ионов [234,235], нейтронов [236] и рентгеновского излучения [237].

Эффекты неидеальности в кластерной наноплазме, как и в случае с объемны
ми мишенями, проявляются при умеренной интенсивности лазерных импульсов
𝐼 = 1012−1015 Вт/см2. В серии работ [238–243] рассматривается облучение такими
импульсами металлических кластеров свинца, платины, серебра и натрия.

Особенностью облучения металлических мишеней является их высокая сте
пень ионизации при относительно небольшой интенсивности импульса. Напри
мер, в [239] при 𝐼 = 1.2 · 1015 Вт/см2 наблюдался вылет ионов свинца с зарядом
до 𝑍 = 28. Зависимость спектра зарядовых состояний ионов от параметров об
лучения позволила сделать вывод об эффективности поглощения света. В [243]
также исследовалось угловое распределение вылетающих ионов при различной
поляризации лазера. Во всех указанных работах использовалась описанная выше
методика “pump-probe”, которая показала наличие выраженного резонансного по
глощения. Так в [242] наблюдалось 10-тикратное увеличение выхода ионов Ar10+

при задержке между импульсами около 5 фс. В этой работе отмечается также, что
максимальная энергия вылетающих электронов в 80-180 раз превышает энергию
пондеромоторных сил, что говорит о большой роли резонансного поглощения и
релаксационных процессов в наноплазме.

Изначально экспериментальная техника не позволяла непосредственно на
блюдать процессы в кластерной наноплазме, и их анализ основывался на косвен
ных измерениях излучения плазмы и вылетающих из нее заряженных частиц, а
также на результатах компьютерного моделирования (см. раздел 1.3). Однако, в
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последнее время такие наблюдение стали возможными. Например, в [244] иссле
дуется возникновение в 100 нм кластере ударной волны при облучении его 40 фс
лазерными импульсом. В [245,246] на основе дифракции рентгеновских импульсов
с энергией 800 эВ и длительностью 40− 50 фс удалось наблюдать эволюцию рас
пределения плотности наноплазмы в процессе ее расширения. Данные результаты
были получены для кластеров Xe [245] и SiO2 [246], облученных импульсами с ин
тенсивностью 1014−1015 Вт/см2. Результаты [246] находятся в хорошем согласии с
проведенным ранее моделированием для кластеров водорода [247], однако многие
вопросы динамики электронов в нанокластерах остаются пока изученными не до
конца.

В заключение данного раздела рассмотрим эксперименты, в которых разо
гретое плотное вещество генерировалось под воздействием потоков заряженных
частиц на твердотельные мишени. Потоки таких частиц могут генерироваться как
с помощью лазерной плазмы, так и в ускорителях.

Воздействие потока протонов, генерируемых лазерной плазмой, на метал
лические мишени обеспечивает изохорический нагрев вещества до температур в
1 − 40 эВ за времена порядка десятков пикосекунд при сохранении твердотель
ной или более высокой плотности [248–250]. В [251], однако, указывается что
данная методика часто приводит к неоднородности нагрева мишени вследствие
большого выделения энергии на пике Брэгга. Удовлетворительная пространствен
ная однородность плазмы была получена в [252], где для нагрева пленок золота
и алмаза использовался поток ионов алюминия с энергией 200 − 300 МэВ и дли
тельностью ∼ 20 пс. В результате температура мишени достигала 1.7 − 5 эВ при
твердотельной плотности. Экспериментально регистрировался спектр вторичных
ионов и расширение плазмы. Для оценки состояния вещества привлекалась мо
дель SESAME и другие теоретические модели, описывающие торможение ионов в
среде, электрон–ионную релаксацию и др., что говорит о важности развития этих
моделей.

Большой прогресс в методах генерации и исследования разогретого плотного
вещества с помощью ускорителей протонов и тяжелых ионов был получен на уста
новках в GSI и CERN [253–256]. В [255], например, рассматривается неидеальная
плазма, возникающая при воздействии потока протонов Большого адронного кол
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лайдера (LHC) с энергией до 362 МДж на медную или графитовую мишени, что
связано с моделированием аварийных ситуаций на этой установке. В [256] описана
постановка эксперимента по генерации неидеальной плазмы с помощью потока
ионов урана на установке FAIR.

Интересным примером наноплазмы является также вещество внутри трека
тяжелого иона, воздействие которого на конденсированную мишень создает ци
линдрический слой ионизированных атомов [257–259]. Релаксация и излучение
такой плазмы рассматриваются в разделе 3.3.

1.1.8. Ультрахолодная плазма

Как было отмечено ранее, область существования равновесной элек
трон–ионной плазмы ограничивается температурами порядка 103 K, поскольку
при более низких температурах происходит рекомбинация электронов и ионов.
Однако, в области очень низких температур возможно создание метастабильной
плазмы, в которой процесс тройной рекомбинации затрагивает ридберговские со
стояния и происходит на достаточно длительных временах (0.1−1 мкс). Создание
такой плазмы, получившей название “ультрахолодной”, стало возможным благода
ря появлению методики лазерного охлаждения и возможности удерживать атомы
и ионы в магнитооптической, дипольной или магнитной ловушках.

В одной из первых экспериментальных работ [260] исследовалось система из
нескольких миллионов атомов ксенона при концентрации 2 · 1010 см−3, охлажден
ных до температуры 10−5 K. Охлажденные атомы находились на уровне 6𝑝[5/2]3, с
которого затем осуществлялась фотоионизация. Варьированием длины волны ла
зерного излучения, использовавшегося для фотоионизации, удавалось получить
электроны с температурами в диапазоне 𝑇e = 0.1− 1000 K.

Из рис. 1.1 видно, что при уменьшении температуры разница концентра
ций между границами вырождения 𝜃 = 1 и неидеальности Γ = 1 увеличивается.
При температуре электронов 𝑇e = 0.1 K и наибольшей полученной в экспери
менте [260] концентрации заряженных частиц 𝑛e = 2 · 109 см−3 параметр неиде
альности для электронов достигает значения Γ = 27 (авторы [260] заявляют о
достижении значения Γ = 10). Таким образом, ультрахолодная плазмы позволяет
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исследовать системы с гораздо большей степенью неидеальности, чем обычная (го
рячая) плазма, в которой рост неидеальности с увеличением плотности ограничен
вырождением электронного газа. Параметр неидеальности для ионов при этом на
несколько порядков выше из-за их более низкой температуры 𝑇i = 10−4− 10−3 K.

В [261] исследовался процесс расширения ультрахолодной плазмы, а также
возбуждения в ней плазменных колебаний посредством радиочастотных импуль
сов. Определение резонансной частоты плазменных колебаний позволило уточ
нить значения концентраций электронов и ионов.

Авторы [260] отмечают, что в соответствии с теорией трехчастичной реком
бинации, которая рассматривается как доминирующиймеханизмуменьшения кон
центрации электронов, время существования заряженных частиц при указанных
выше условиях должно составлять несколько наносекунд. Однако, в эксперимен
те время жизни ультрахолодной плазмы достигало 100 мкс, что говорит об ином
механизме рекомбинации. Более подробно этот вопрос изучался в работе [262],
где рассматривалась рекомбинация электронов с формированием ридберговских
атомов, имеющих значение главного квантового числа 55− 100. Эта работа также
подтвердила существенное замедление трехчастичной рекомбинации по сравне
нию с имеющимися теоретическими моделями.

Установление равновесия в ультрахолодной плазме сразу после ионизации
рассмотрено в [263], где был выявлен немонотонный характер изменения темпе
ратуры ионов со временем. При этом изменение температуры электронов путем
подстройки частоты фотоионизационного лазера позволило варьировать радиус
экранирования ионов электронами и, таким образом, воздействовать на эффек
тивный потенциал ион–ионного взаимодействия, получая данные о влиянии этого
потенциала на динамику ионной подсистемы.

Обзор экспериментальных методов получения ультрахолодной плазмы и тео
ретических моделей для ее описания приведен в [34]. В данной работе отмечается,
что большое время жизни заряженных частиц (100 мкс) одновременно с быстрым
установлением максвелловского распределения для электронов и относительно
медленной электрон–ионной релаксацией температур, позволяет рассматривать
ультрахолодную плазму как квазиравновесную и исследовать, например, процес
сы коллективных колебаний электронов.
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Прямые измерения рекомбинационной флюоресценции в ультрахолодной
плазме удалось выполнить в [264]. Для диагностики использовался переход между
ридберговскими уровнями 4s6f и 3d4s в ионах кальция. Изменения проводились
с субмикросекндным временным разрешением. В результате было показано, что
при относительно высоких температурах электронов (𝑇e > 7 K) частота рекомби
нации растет пропорционально 𝑛3e в соответствии с классической теорией, однако
при более низких температурах этот закон меняется на 𝑛2.2e . В данной работе по
казана также существенная роль нагрева, связанного с установлением корреляций
в электронной подсистеме сразу после ионизации (disorder induced heating), осо
бенно при низких температурах плазмы. Например, при начальной температуре
𝑇e = 0.5 K за время порядка одного плазменного периода (< 1 нс) температура
возрастает до 5 K.

В [265] исследуется возбуждение ионно-звуковых волн в ультрахолодной
плазме. Показано, что их дисперсия соответствует теории идеальной плазмы, а
затухание существенно превышает результат [89].

Метод прямого измерения автокорреляционной функции скоростей ионов
предложен в [266], где наблюдалась релаксация скоростей для части помеченных
ионов. Затухание автокоррелятора от времени содержит неэкспоненциальный (ки
нетический) участок, что качественно согласуется с неэкспоненциальной стадией
электрон–ионной релаксации [95]. На основе автокоррелятора скорости получены
значения коэффициента диффузии ионов, которые для параметра неидеальности
Γ > 0.5 заметно отклоняются от теории Ландау-Спитцера, однако находятся в
хорошем согласии с результатами моделирования (см. раздел 1.3.2).

Исследования ультрахолодной плазмы внесли значительный вклад в разви
тие теории неидеальной плазмы, в первую очередь, за счет относительной просто
ты генерации плазмы и измерения ее характеристик (по сравнению, например, с
взрывными экспериментами). Они также позволили исследовать область парамет
ров неидеальности Γ > 4, недостижимую для обычной электрон–ионной плазмы.
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1.2. Теоретические исследования неидеальной электрон–ионной
плазмы

1.2.1. Квантово-статистический подход для расчета термодинамических
свойств неидеальной плазмы

Обсуждая теоретические исследования плазменных сред, нельзя не упо
мянуть основополагающую работу Дебая и Хюккеля [267], в которой был оце
нен эффект экранирования и получено выражение для потенциала заряженной
частицы в плазме с учетом первого приближения по взаимодействию в форме
𝜑(𝑟) ∼ exp(−𝑟/𝑟D)/𝑟.

Важность этого результата заключается, в первую очередь, в том, что учет де
баевского экранирования позволяет решить проблему вычисления первой поправ
ки по взаимодействию для основных термодинамических функций, так как для
исходного кулоновского потенциала соответствующий интеграл расходится [268].
Выражения для этой поправки удобно представить в зависимости от плазменного
параметра, называемого также классическим параметров взаимодействия,

ΓD =
𝑒2

𝑟D𝑘B𝑇
=

1

6𝑁D

=
√
6 Γ3/2. (1.7)

В этом случае поправки на взаимодействие к свободной энергии Δ𝐹 , давлению
Δ𝑝 и химическому потенциалу для ионов Δ𝜇i имеют вид [33, 269]:

Δ𝐹

𝑁e𝑘B𝑇e
= −ΓD𝑍

2

3
,

Δ𝑝

𝑛e𝑘B𝑇e
= −ΓD𝑍

2

6
,

Δ𝜇i
𝑘B𝑇e

= −ΓD𝑍
2

2
. (1.8)

Здесь следует уточнить определения, так как идеальным газом обычно счи
тается система, в которой можно полностью пренебречь взаимодействием частиц
между собой. Такое определение оправдано для газа нейтральных атомов или
молекул с короткодействующим потенциалом взаимодействия, однако для плаз
мы оно, очевидно, бессмысленно, так как любые плазменные эффекты основаны
на взаимодействии зарядов. Поэтому для плазмы понятие неидеальности обычно
вводится через отношение средней потенциальной энергии взаимодействия за
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рядов к кинетической Γ, плазменный параметр ΓD или среднее число частиц в
сфере Дебая 𝑁D. В этом смысле плазму, удовлетворяющую условиям приближе
нию Дебая-Хюккеля Γ ≪ 1, ΓD ≪ 1, 𝑁D ≫ 1, мы будем называть идеальной или
дебаевской.

Общая теория неидеальных газов, позволяющая, в частности, рассчитать
первый коэффициент вириального разложения по плотности для произвольно
го парного потенциала взаимодействия, была развита в работах Бета и Уленбе
ка [270, 271]. Достижением этих работ является раздельный учет непрерывного
и дискретного спектра состояний, а также метод расчета квантово-механических
поправок по взаимодействию с использованием как классического распределения
Больцмана, так и распределений Ферми или Бозе.

Работы Бета и Уленбека заложили основу квантовой статистики, аппарат ко
торой был применен впоследствии и для систем заряженных частиц. В частности,
этот подход получил свое развитие в работах Веденова и Ларкина [272,273] в при
менении к электрон–ионной плазме. При этом в [272] отмечается, что стандартное
вириальное разложение по целым степеням плотности неприменимо для систем с
медленно затухающим кулоновским потенциалом, так как первый и второй вири
альные коэффициенты, пропорциональные𝑛e и𝑛2e, не описывают эффектыпарного
взаимодействия зарядов. Действительно, как видно из (1.8), первая поправка на
взаимодействие для давления в дебаевской плазме пропорциональна Δ𝑝 ∼ 𝑛

3/2
e .

В результате авторами [272] было получено выражение для свободной энергии в
виде 𝐹 = 𝐹ideal+𝐴𝑛3/2+𝐵𝑛2 ln𝑛+𝐶𝑛2, где 𝑛—концентрация зарядов, а 𝐴,𝐵 и
𝐶 — коэффициенты разложения, первый из которых соответствует приближению
Дебая-Хюккеля.

В работе [273] получен важный результат для низкотемпературной плазмы,
т.е. плазмы с температурой электронов 𝑘B𝑇e ≪ 𝐼 , где 𝐼 = 𝑍2𝐸h/2 — потенци
ал ионизации основного состояния водородоподобного атома с зарядом ядра 𝑍,
𝐸h = 𝑒4𝑚e/ℏ2 — энергия Хартри. В этой области, как было указано выше, при
расчете статистической суммы существенным становится учет связанных состо
яний электронов и ионов. В то же время хорошо известно, что статистическая
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сумма изолированного водородоподобного атома расходится

𝜎(𝑇e) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑔𝑘 exp(−𝛽𝐸𝑘), (1.9)

где 𝐸𝑘 = −𝐼/𝑘2 — энергия уровня с главным квантовым числом 𝑘, а 𝑔𝑘 = 𝑘2

— статистический вес уровня, обусловленный вырождением по орбитальному и
магнитному квантовым числам.

Решением этой проблемы может быть совместный учет связанных и свобод
ных состояний, при котором статистическая сумма высоколежащих связанных
состояний и свободных состояний (состояний рассеяния) оказывается конечной.
Для суммы низколежащих состояний в этом случае также получается сходящийся
результат

𝜎PL(𝑇e) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑔𝑘[exp(−𝛽𝐸𝑘)− 1 + 𝛽𝐸𝑘]. (1.10)

Полученное выражение получило известность как статистическая сумма
Планка–Ларкина. Его более строгое обоснование получено уже в более поздних
работах [28, 33].

Несколько иной подход предлагается в работе [274], где статистическая
сумма по связанным состояниям дискретного спектра ограничивается энерги
ей 𝜀𝑏 = −𝑒2/𝑟0, где 𝑟0 — расстояние до ближайшей частицы противоположного
знака, а статистическая сумма оставшихся классических свободных состояний
рассчитывается с помощью метода групповых разложений.

Дополнительное уточнение статистических сумм (1.9) – (1.10) может быть
получено также за счет рассмотрения спектра электронных состояний не в ку
лоновском, а в дебаевском потенциале взаимодействия с учетом экранирования,
хотя в [275] и других работах этот способ расчета статистической суммы подвер
гается критике.

Другие варианты ограничения статистической суммы атома включают в себя
учет снижения потенциала ионизации за счет перекрытия “кулоновских воро
нок” от соседних атомов и уширение электронных уровней вследствие эффекта
Штарка, вызванного влиянием микрополей плазмы. Обсуждение этих подходов
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приведено, например, в [276].
Ограничение применимости выражения (1.10) проявляется при возраста

нии параметра неидеальности плазмы из-за того, что статистическая сумма
Планка–Ларкина не содержит явной зависимости от плотности плазмы. Уточ
нения этой формулы рассматриваются в работах [138, 277], включая поправки на
обменное взаимодействие для электронов, квантовые поправки следующего по
рядка, учет экранирования и др. При этом регуляризация статистической суммы,
по мнению авторов [138,277], не требует явного учета дебаевского экранирования,
тогда как в работах [28, 33], напротив, экранирование зарядов рассматривается в
качестве обоснования формулы Планка–Ларкина. Несмотря на разность подхо
дов, полученные результаты в достаточной степени близки друг к другу [277].
Обзор различных подходов к решению данной проблемы приведен в [35].

Оригинальная модель учета эффектов неидеальности в рамках подхода
Бете–Уленбека предложена в работе [278]. На ее основе определено выражение
для большого термодинамического потенциала, включающее взаимодействие ато
мов с электронами и ионами в плазме с учетом заряд–дипольного и заряд–квад
рупольного взаимодействий. Эта модель оказалась полезной для создания так
называемой химической модели плазмы, описанной ниже в разделе 1.2.3.

Одна из возможностей дальнейшего развития квантово-статистического под
хода связана с использованием приведенных матриц плотности и аппарата функ
ций Грина, заимствованного из квантовой теории поля, который в то же время
позволяет получить решение и ряда задач физики неидеальной плазмы. Этот под
ход изложен в ряде монографий [28,29, 33].

На основе этого подхода и теории линейного отклика были получены выраже
ния для диэлектрической проницаемости слабонеидеальной плазмы в борновском
приближении [279], а также динамической частоты электрон–ионных столкнове
ний, динамической проводимости слабонеидеальной водородной плазмы и дина
мического структурного фактора с учетом сильных столкновений (за границами
борновского приближения) и динамического экранирования [280–282,282–284].

В [285] представлена интерполяционная формула для статической проводи
мости полностью ионизованной плазмы, полученная на основе различных кван
тово-статистических подходов. Эта формула применима в широком диапазоне
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плотностей и температур, включая область вырожденной плазмы (но не вклю
чая частично ионизованную плазму). Применение этого подхода для описания
ударно-сжатой плазмы ксенона (см. раздел 1.1.5) изложено в [94]. Обзор получен
ных результатов и их сравнение с различными численными моделями представлен
в [286]. Дополнительно в [287] показано влияние на проводимость электрон-элек
тронных столкновений при различной степени вырождения электронов. Другие
методы расчета статической проводимости неидеальной плазмы обсуждаются в
работах в [288–294], а также в главе 2.

Следует также отметить серию работ [198, 295, 296], в которых на основе
квантового кинетического уравнения рассматривается нелинейное поглощение
лазерного излучения в неидеальной плазме. Столкновения частиц рассчитываются
в борновском приближении с учетом динамического экранирования

Как было отмечено выше при больших концентрациях электронов (𝑟𝑠 ≳ 1) и
температурах, не превышающих энергию Ферми 𝑘B𝑇 < 𝐸F, происходит перекры
тие электронных оболочек ионов и вырождение электронной компоненты, поэтому
вещество можно рассматривать как систему положительно заряженных ионов на
однородном отрицательно заряженном фоне. При условии Λ−3𝑒 < 𝑛 < Λ−3𝑖 ионы
можно считать классическими, а электроны полностью вырожденными. Такая мо
дель получила название однокомпонентной плазмы (one-component plasma, OCP).
Ее теоретический анализ оказывается гораздо более простым, чем в случае двух
компонентной плазмы, так как исчезает проблема расходимости интегралов на
близких расстояниях и учета связанных состояний электронов и ионов.

Обзор результатов для однокомпонентной плазмы, полученных, в том числе,
с помощью компьютерного моделирования, приведен в [297,298]. Наибольший ин
терес в ней представляет появление дальнего порядка при увеличении параметра
неидеальности и образование объемноцентрированной кубической (ОЦК) решет
ки для ионов. Этот процесс принято называть вигнеровской кристаллизацией.
Он имеет важное значение, например, при исследовании металлизации водорода.
Более подробно эти результаты обсуждаются в разделе 1.3.1.

Обратная ситуация возникает в полупроводниках, где ионную решетку мож
но считать практически идеальной и интерес представляет динамика электронов
в зоне проводимости (классических квазичастиц с приведенной массой) на фоне



47

нейтрализующего положительного заряда [33]. Эта система во многом эквива
лентна упомянутой выше однокомпонентной плазме ионов.

1.2.2. Модели взаимодействия частиц на основе псевдопотенциалов

Аппарат квантово-статистической теории является достаточно трудоемким,
и его применение не всегда оправдано, особенно при относительно высоких тем
пературах плазмы. В то же время при использовании методов классической стати
стической механики серьезной проблемой является расходимость кулоновского
потенциала в нуле. Как отмечается в [29, 299], строгая статистическая теория
классических материальных точек с разноименными зарядами, вообще говоря, не
может быть построена.

Однако, эта задача может быть решена, если заменить расходящийся куло
новский потенциал на подходящий псевдопотенциал, конечный в нуле, который
обеспечивал бы учет эффектов квантовой дифракции для электрон–ионного и
электрон–электронного рассеяния при малых прицельных параметрах. Это поз
волит использовать аппарат классической статистической механики для расчета
уравнения состояния неидеальной плазмы вплоть до границы вырождения элек
тронов.

Такой подход был предложен в работе Кельбга [300], в которой описана
следующая форма псевдопотенциала, зависящего от температуры

𝑉 Kelbg
𝑐𝑑 (𝑟) =

𝑞𝑐𝑞𝑑
𝑟
𝐹

(︂
𝑟

𝜆𝑐𝑑

)︂
,

𝐹 (𝑥) = 1− exp
(︀
−𝑥2

)︀
+
√
𝜋𝑥
(︀
1− erf(𝑥)

)︀
, (1.11)

где 𝑐 = i, 𝑑 = e для электрон–ионного и 𝑐 = 𝑑 = e для электрон–электронного
взаимодействий, 𝑞e = −𝑒, 𝑞i = 𝑍𝑒, 𝜆𝑐𝑑 = ℏ/(2𝑚𝑐𝑑𝑘𝐵𝑇e)

1/2 — величина, порядка
тепловой длины волны де Бройля,𝑚𝑐𝑑 = (1/𝑚𝑐 + 1/𝑚𝑑)

−1 — приведенная масса,
erf(𝑥)—функция ошибок

erf(𝑥) =
2√
𝜋

𝑥∫︁
0

e−𝑡
2

𝑑𝑡. (1.12)
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С учетом 𝑚i ≫ 𝑚e, получим 𝜆ee = 𝜆e/(2𝜋)
1/2, 𝜆ei ≈ 𝜆ee/2. Потенциал Кель

бга имеет конечное значение в нуле 𝑉 Kelbg
𝑐𝑑 (𝑟 → 0) = 𝑞𝑐𝑞𝑑

√
𝜋/𝜆𝑐𝑑. При высоких

температурах или малых значениях 𝜆𝑐𝑑 потенциал (1.11) переходит в кулоновский

𝑉 Coul
𝑐𝑑 (𝑟) =

𝑞𝑐𝑞𝑑
𝑟
. (1.13)

С помощью данного похода в [300] была определена статистическая сумма
и свободная энергия неидеальной электрон–ионной плазмы, выраженная через
гипергеометрические функции, а также приведено простое интерполяционное вы
ражение с числовыми коэффициентами для зависимости давления от температуры
и плотности.

Поскольку расчеты с псевдопотенциалом (1.11) оказались достаточно трудо
емки, в [300] в качестве более простой альтернативы рассмотрена также модель
потенциала

𝑉 DH
𝑐𝑑 (𝑟) =

𝑞𝑐𝑞𝑑
𝑟

(︀
1− e−𝛼𝑟

)︀
, (1.14)

аналогичной той, которая используется при выводе термодинамических функций
в приближении Дебая-Хюккеля. Потенциалы (1.11) и (1.14) имеют схожую форму.
При 𝛼 =

√
𝜋/𝜆𝑐𝑑 их предел в нуле совпадает, а для 𝑟 > 0 их разность не превышает

10 %.
В работе Дойча [301] предложена та же упрощенная форма потенциала элек

трон–ионного взаимодействия (1.14), но со значением параметра 𝛼 = 1/𝜆ei. В ка
честве области применимости в [301] указаны температурыплазмы𝑇 > 1Ry/𝑘B =

1.58 · 105 K, в связи с чем данный потенциал часто называют высокотемператур
ным, хотя фактическая область его применимости, по-видимому, гораздо шире.
Сравнение различных псевдопотенциальных моделей приведено на рис. 1.2.

В дальнейшем потенциал (1.14) для электрон–электронного взаимодействия
был дополнен еще одним членом, приближенно учитывающим антисимметрию
волновой функции двух электронов на близких расстояниях, т.е. их эффективное
отталкивание вследствие принципа Паули [302,303]:

𝑉 Deu
ee (𝑟) =

𝑒2

𝑟

[︂
1− exp

(︂
− 𝑟

�̄�ee

)︂]︂
+ 𝑘B𝑇 ln 2 exp

(︂
− 𝑟2

𝜋 ln 2 �̄�2ee

)︂
, (1.15)
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Рис. 1.2. Потенциалы электрон–электронного (а) и электрон–ионного (б) взаимодействия: 1 —
кулоновский, 2 — потенциал Кельбга (1.11), 3 — потенциал Кельбга с поправками (1.18), 4 —
потенциал Дойча (1.14), 5— потенциал в форме функции ошибок (1.20), 6—потенциал с отсечкой
на уровне −3𝑘𝐵𝑇 (1.17). Потенциалы 2, 3, 4, 6 приведены для температуры 𝑇 = 3 · 104 K.

где �̄�ee = 𝜆ee/
√
𝜋 = 𝜆e/(𝜋

√
2).

Еще более сложная форма псевдопотенциала, включающая учет связанных
состояний, эффектов антисимметризации и асимптотики при высоких темпера
турах, представлена в [304]. Этот потенциал не имеет простой аналитической
формы и описывается набором сходящихся рядов, коэффициенты для которых
представлены в указанной работе. Показано, что в высокотемпературном пределе
он совпадает с потенциалом Кельбга (1.11).

Одним из способов систематического построения псевдопотенциалов явля
ется расчет суммы Слэтера в парном приближении, определяющей вероятность
обнаружения двух частиц на расстоянии 𝑟. Эта величина в состоянии термодина
мического равновесия при температуре 𝑇 может быть выражена и для классиче
ской, и для квантовой системы:

𝑆𝑐𝑑(𝑟) = 𝜆3𝑐𝑑
∑︁
𝑛

exp(−𝛽𝐸𝑛)|Ψ𝑛(𝑟)|2 = exp(−𝛽𝑉cd(𝑟, 𝑇 )), (1.16)

где 𝐸𝑛 и Ψ𝑛 — энергии и собственные волновые функции квантовой системы из
двух частиц сорта 𝑐 и 𝑑, определяемые на основе более точных квантово-статисти
ческих подходов, а 𝑉𝑐𝑑(𝑟) — искомый псевдопотенциал. Суммирование в (1.16)
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может выполняться как по связанным и свободным состояниям, так и только по
свободным состояниям (состояниям рассеяния). В последнем случае сумма заме
няется интегралом.

В [305] представлены полученным таким способом таблицы для псевдопо
тенцилов электрон–электронного 𝑉ee и электрон–ионного взаимодействий 𝑉ei. Для
𝑉ei рассматриваются свободные и связанные состояния со сдвигом по энергии на
2𝑟𝑍/(𝑛𝑎B), а для 𝑉ee рассматриваются свободные состояния электронов с различ
ной комбинацией проекций спина.

В [306] рассматривается аналогичный подход с использованием статисти
ческой суммы Планка–Ларкина для электрон–ионного взаимодействия. На осно
ве построенных псевдопотенциалов делается вывод о слабой зависимости 𝑉ei от
расстояния при малых 𝑟. В результате для расчетов методом Монте-Карло (см.
раздел 1.3.1) предлагается достаточно простая модель потенциала с отсечкой на
расстоянии 𝑟b:

𝑉 cut
ei (𝑟) =

{︃
−𝑍𝑒2/𝑟, 𝑟 > 𝑟b,

−𝑍𝑒2/𝑟b, 𝑟 ⩽ 𝑟b.
(1.17)

В этом случае электроны и ионы с потенциальной энергией связи менее 𝜖b =

𝑍𝑒2/𝑟b не взаимодействуют. Взаимодействие электронов считается кулоновским.
Одним из достоинств этой модели является ее вычислительная простота, что было
особенно важно для расчетов на ЭВМ 1970-х годов. Тем не менее, эта модель
может быть вполне оправдана при высоких температурах (𝑇 > 3 · 104 K), где
доля связанных состояний электронов и ионов мала. При использовании ее для
молекулярно-динамическогомоделированиянеобходимо сглаживание потенциала
в окрестности 𝑟 = 𝑟b.

В [307] псевдопотенциал, рассчитанный на основе суммы Слэтера, аппрок
симируется потенциалом Кельбга, в котором добавлен зависящий от температуры
параметр 𝐴𝑐𝑑:

𝑉 CKelbg
𝑐𝑑 (𝑟) =

𝑞𝑐𝑞𝑑
𝑟

[︂
𝐹

(︂
𝑟

𝜆𝑐𝑑

)︂
− 𝑟𝑘𝐵𝑇

𝑞𝑐𝑞𝑑
𝐴𝑐𝑑(𝜉𝑐𝑑) exp

(︂
− 𝑟2

𝜆2𝑐𝑑

)︂]︂
, (1.18)

где 𝜉𝑐𝑑 = −(𝑞𝑐𝑞𝑑)/(𝑘𝐵𝑇𝜆𝑐𝑑). Коэффициенты𝐴𝑐𝑑 выбираются такимобразом, чтобы
значение 𝑆𝑐𝑑(𝑟 = 0) и первая производная 𝑆 ′𝑐𝑑(𝑟 = 0), совпадали с решением
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квантово-механической задачи для соответствующей пары частиц в состоянии
рассеяния (связанные состояния не учитываются). Приведенное в [307] выражение
для коэффициентов 𝐴𝑐𝑑 имеет вид

𝐴ee(𝜉ee) =
√
𝜋|𝜉ee|+ ln

⎡⎣2√𝜋|𝜉ee| ∞∫︁
0

𝑦 exp(−𝑦2) 𝑑𝑦
exp(𝜋|𝜉ee|/𝑦)− 1

⎤⎦ ,
𝐴ei(𝜉ei) = −

√
𝜋𝜉ei + ln

⎡⎣√𝜋𝜉3𝑖𝑒(︂𝜁(3) + 1

4
𝜁(5)𝜉2𝑖𝑒

)︂

+ 4
√
𝜋𝜉ei

∞∫︁
0

𝑦 exp(−𝑦2) 𝑑𝑦
1− exp(−𝜋𝜉ei/𝑦)

⎤⎦ .
Заметные различия между (1.11) и (1.18) для водородной плазмы наблюдаются в
диапазоне температур 𝑘B𝑇 = (0.1− 0.3) Ry.

В [308–311] рассматривается немного иной вариант “улучшенного” потен
циала Кельбга (1.11), в котором функций 𝐹 (𝑥) имеет дополнительный параметр
𝛾, зависящий от температуры:

𝐹 (𝑥, 𝛾) = 1− exp
(︀
−𝑥2

)︀
+
√
𝜋𝑥
(︀
1− erf(𝛾𝑥)

)︀
/𝛾. (1.19)

Изменение параметра 𝛾 сохраняет производную потенциала в нуле, но влияет на
абсолютное значение 𝑉𝑐𝑑(𝑟 = 0), что позволяет подогнать форму потенциала под
результат численного расчета, использующего формализм матрицы плотности.
Так для температуры 𝑘B𝑇 = 0.2 Ry были найдены оптимальные значения 𝛾ei =
0.78, 𝛾ee = 0.98 (с учетом усреднения по спинам). При больших температурах 𝛾
стремится к единице. Как отмечается в [309], предложенные улучшения позволяют
применять модифицированный потенциал Кельбга в области достаточно низких
температур, в том числе за формальной границей вырождения плазмы (𝜃 < 1).

Отметим также еще однуформу псевдопотенцила с использованиемфункции
ошибок, которая из-за своей простоты используется в ряде работ по молекулярно–
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динамическому моделированию

𝑉 erf
𝑐𝑑 (𝑟) =

𝑞𝑐𝑞𝑑
𝑟

erf

(︂
𝑟

𝜆𝛼𝛽

)︂
. (1.20)

Данный потенциал использовался, например, для моделирования равновесной
неидеальной плазмы в [312], а также кластерной наноплазмы в [313]. Как будет
показано ниже, он описывает взаимодействие двух гауссовских волновых пакетов.

Отдельный интерес представляют атомы щелочных металлов, в которых
единственный электрон на внешней (валентной) оболочке имеет достаточно низ
кую энергию ионизации (4− 5 эВ), а электроны внутренних оболочек — гораздо
большую энергию (20 − 70 эВ). В связи с этим плазма щелочных металлов в
широком диапазоне параметров может рассматриваться как однозарядная, а воз
буждение электронов внутренних оболочек можно не учитывать. Взаимодействие
внешнего электрона с ядром в этом случае хорошо описывается псевдопотенциа
лом Гельмана [314]:

𝑉 Hel
ei (𝑟) = −𝑒

2

𝑟

(︀
1− 𝐴e−𝛼𝑟

)︀
. (1.21)

Выражение (1.21) внешне похоже на (1.14), однако для значений параметра 𝐴 > 1

потенциал Гельмана экспоненциально возрастает при 𝑟 → 0, описывая тем самым
отталкивание между валентным электроном и электронами внутренних оболо
чек. Потенциал Гельмана может также применяться для описания взаимодействия
электронов и дырок в полупроводниках [33].

Приведенные в данном разделе модели псевдопотенциалов является “мик
роскопическими” в том смысле, что они описывают взаимодействие отдельных
электронов и ионов без учета микрополей в плазме, связанных с экранировани
ем зарядов и другими многочастичными корреляциями. Эти потенциалы могут
использоваться как в теоретических подходах, например, для расчета парных
корреляционных функций с помощью гиперцепного приближения, так и в ком
пьютерном моделировании, о котором пойдет речь в разделе 1.3. Эффективные
потенциалы, действующие на частицы плазмы с учетоммикрополей, обсуждаются,
например, в [315].
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1.2.3. Химическая модель плазмы и уравнения состояния вещества

Модель плазмы, рассмотренная в предыдущих разделах, основана на пред
ставлении плазмы в качестве квазиклассической или квантовой системы “фун
даментальных частиц” — атомных ядер и электронов, которые, взаимодействуя
друг с другом, могут образовывать атомы или молекулы в основном или воз
бужденном состояниях. Эту модель принято называть “физической” [316]. Как
видно из рассмотренных примеров, расчет свойств неидеальной плазмы на основе
физической модели является довольно трудоемкой задачей, особенно в области
сильной неидеальности и в присутствии многозарядных ионов.

Наряду с этим возможно также упрощенное представление плазмы в виде
набора свободных электронов, ионов, нейтральных атомов и, возможно, моле
кул, число которых изменяется в результате процессов ионизации и диссоциации
аналогично химическим превращениям веществ. Этот поход получил название
“химической модели”, которая также широко использовалась для расчета свойств
неидеальной плазмы [32,269,275,317–321].

За счет более простой формулировки химическая модель позволяет опреде
лить уравнение состояние вещества в более широкой области параметров плазмы,
представляя собой приемлемый компромисс между точностью и сложностью вы
числений. Она оказывается особенно полезной при рассмотрении систем, состо
ящих из различных элементов и/или ионов с различной кратностью ионизации.
Основной задачей при использовании химической модели является построение
модели свободной энергии плазмы (или иного термодинамического потенциала) с
последующим нахождением его экстремального значения, определяющего свой
ства системы в состоянии равновесия.

Наиболее известнымпримеромхимическоймодели является уравнениеСаха,
связывающее между собой концентрации электронов, атомов и ионов с различной
степенью ионизации [268]. В качестве входных параметров оно требует знания
потенциала ионизации и статистических сумм указанных компонент плазмы. Его
обобщение случай слабой неидеальности имеет вид

𝑛e𝑛i
𝑛a

=
1

𝜆3e

𝑔e𝑔i
𝑔a

e−𝛽(𝐼−Δ𝐼), (1.22)
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где 𝑛a — концентрация атомов, 𝑔e, 𝑔i и 𝑔a — статистические суммы электрона,
иона и атома, 𝐼 — потенциал ионизации атома, Δ𝐼 — величина снижения потен
циала ионизации, которая в приближенииДебая-Хюккеля имеет видΔ𝐼 = ΓD𝑘B𝑇 .
Дальнейшее обобщение модели Саха с учетом эффектов неидеальности и экра
нирования зарядов в плазме рассмотрено в [33], где также приведены результаты
расчетов в рамках химической модели для плазмы из различных элементов.

Многие работы в рамках химической модели посвящены исследованию ато
марного водорода или частично ионизованной водородной плазмы в применении
к задачам астрофизики [32, 317–319]. В [32] рассмотрена химическая модель для
смеси атомов и молекул водорода, в которой свободная энергия представлена в
виде суммы идеально-газовой составляющей, конфигурационной энергии межча
стичного взаимодействия, энергии внутренних степеней свободы для атомов и
молекул, а также квантово-механических поправок. При этом конфигурационная
энергия определяется на основе парных псевдопотенциалов для различного типа
частици корреляционнойфункции, полученной в приближениижестких сфер. Рав
новесное распределение компонент определяется путем минимизации свободной
энергии при заданных объеме и температуре. Данный метод позволил рассчитать
уравнение состояния с учетом диссоциации в широкой области параметров, а
также получить ударную адиабату Гюгонио.

Дальнейшем развитием данного подхода было добавление в систему ионов
H+ и электронов, что позволило совместно рассматривать процессы термической
диссоциации и ионизации [318], а также приближенно описать ионизацию давле
нием. Это потребовало существенной доработки модели взаимодействия частиц.
Влиянием ионов H−, H+

2 и H+
3 , как показано в [317], можно пренебречь ввиду их

относительно низкой концентрации.
Неожиданным результатом расчетов [318] стало обнаружение фазового пе

рехода первого рода между состояниями слабой и сильной ионизации с кри
тической точкой при температуре 𝑇 = 15300 K, давлении 𝑃 = 0.614 Мбар
и плотности 𝜌 = 0.347 г/см3. Данный результат совместно с другими работа
ми, предсказывавшими возможность плазменного фазового перехода (см., напри
мер [138, 299, 306, 322]), послужил стимулом для многих последующих экспе
риментальных и теоретических исследований. Экспериментальные результаты в
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области существования этого перехода для водорода и дейтерия уже обсуждались
в разделе 1.1.6. Среди недавних теоретических работ, посвященных этому вопро
су, следует отметить [146, 170, 323]. При этом в различных источниках речь идет
о плазменном (ионизационном), диссоциативном, диссоциативно-плазменном и
энтропийном фазовых переходах, относящихся, по-видимому, к одному и тому
же явлению.

В [319] на основе химической модели рассмотрена водородная плазма в диа
пазоне температур 104−106 K и плотностей 0.1−1 г/см3. Особое внимание уделе
но влиянию метода подсчета статистической суммы атома на описание эффекта
ионизации давлением при больших плотностях плазмы, предложена оригинальная
модель для эффективных чисел заполнения. В [269] выполнены расчеты для задач
гелиосейсмологии, а кроме того, получено уравнение, связывающее поправку к
давлению в химических моделях и выражение для статистической суммы атома в
пределе высоких температур. Выполнение этого соотношения обеспечивает сов
падение асимптотик для химической и физической моделей при высоких темпе
ратурах. Обзор различных подходов для расчета электрон–ионного, атом-ионной
и атом-атомного взаимодействий при построении химических моделей приведен
в [275]. В [320, 321] введено понятие базовых химических моделей. Результатом
этих работ являются выражения для давления и снижения потенциала ионизации
атомов плазмы в зависимости от параметра неидеальности.

В работах [144, 146, 324] предложена оригинальная модификации химиче
ской модели для разогретого плотного вещества, в котором парное приближение
оказывается неприменимым из-за значимого перекрытия волновых функций элек
тронов соседних атомов, частичного обобществления электронов и образования
зоны проводимости. В этом случае авторы предлагают использование энергии ко
гезии как функции от плотности по аналогии с жидкими щелочными металлами.
Вещество рассматривается как смесь атомов и молекул. Модель свободной энер
гии содержит три компонента: приближение идеального газа, вклад исключенного
объема на основе модели жестких сфер (приближение Карнахана-Старлинга) и
энергию когезии, которая заменяет интеграл от парного потенциала и парной кор
реляционной функции в стандартном квантово-статистическом подходе [325]. В
работах [144, 146, 324] предложенный метод использован для исследования силь
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но сжатого водорода и дейтерия, в частности, аномальной сжимаемости, упомя
нутого выше диссоциативного фазового перехода и металлизации при больших
давлениях.

Отдельно следует отметить разработку семейства вычислительных кодов
“SAHA” для расчета термодинамических свойств неидеальной плазмы на основе
химической модели. Код “SAHA-D” был использован для исследования ударно–
сжатого водорода, дейтерия и гелия [134, 152, 170, 171, 326, 327]. Он включает
в себя учет кулоновского взаимодействия на основе псевдопотенциалов, оттал
кивания между атомами и молекулами на малых расстояниях на основе модели
“мягких сфер” и частичного вырождения свободных электронов. В пределах низ
ких и высоких температур эта модель показала хорошее согласие с имеющимися
экспериментальными данными по ударным адиабатам и расчетами методом ин
тегралов по траекториям (см. раздел 1.3.5). В то же время эта модель пока не
вполне согласуется с экспериментальными данными в области предполагаемого
плазменного фазового перехода [170].

В работах [48, 49, 327, 328] была предложена модификация “SAHA-S”, осно
ванная на модели [278] и имеющая точную дебаевскую асимптотику в пределе
слабонеидеальной плазмы. По сравнению с “SAHA-D” эта модификация ориен
тирована на моделирование вещества с более низкой плотностью. С ее помощью
было построено уравнение состояния для оболочки Солнца, состоящей из водо
рода и гелия с примесями азота, кислорода, углерода и неона, дающее хорошее
согласие с данными гелиосейсмологии.

Очевидный недостаток всех описанных выше методов заложен в самой фор
мулировке химической модели. Разделение электронов на свободные и связанные
в атомах является довольно условным и не описывает, например, образование
атомных кластеров, фрагментов кристаллической решетки или делокализацию
электронов в результате ионизации давлением. Это требует добавление в расчет
новых типов квазичастиц и существенного его усложнения.

Тем не менее, химическая модель позволила описать многие эксперименталь
но наблюдаемые явления. Однако, для встраивания в расчетные коды более высо
кого уровня, например, гидродинамические модели, а также для решения многих
других задач требуются относительно простые аналитические выражения, позво



57

ляющие описать уравнение состояние вещества в широком диапазоне параметров,
включая неидеальную плазму и разогретое плотное вещество. Для решения этих
задач были разработаны полуэмпирическиеширокодиапазонные уравнения состо
яний вещества, в которых форма зависимостей термодинамических потенциалов
от соответствующих переменных строится на основе теоретических моделей, а
числовые коэффициенты определяются из наилучшего согласия с эксперимен
тальными данными [329,330]. В качестве источника данных для этих уравнений в
области высоких давлений и температур часто выступают ударно-волновые экспе
рименты [331]. В качестве примеров уравнений, основанных на большом количе
стве экспериментальных данных, можно привести результаты для алюминия [332]
и олова [196].

Широкодиапазонные уравнения состояния позволили исследовать воздей
ствие на твердотельные мишени потоков заряженных частиц [254, 256] и лазер
ного излучения [191, 194], электровзрыв проводников [333–335], а также другие
явления, связанные с образованием экстремальных состояний вещества [30].

1.2.4. Статистические методы, основанные на формализме электронной
плотности

Уравнение Томаса-Ферми, позволяющее в рамках квазиклассического при
ближения определить функцию распределения электронов в атоме, изначально
было предложено для расчета свойств атомов и ионов с большим зарядовым чис
лом 𝑍 [336]. Можно показать, что оно становится точным в пределе 𝑍 →∞ [28].
Этот метод оказался полезным и для исследования свойств веществ в экстре
мальных состояниях, характеризующихся высокими давлениями и температура
ми [337–344].

Основными недостатками исходного уравнения Томаса-Ферми [337] явля
ются отсутствие учета обменного взаимодействия, существенного при больших
плотностях, корреляционных эффектов, связанных с неидеальностью плазмы, а
также квантово-механических эффектов, выходящих за рамки квазиклассическо
го приближения. На устранение этих недостатков и были направлены многие из
последующих работ.
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Расчеты с учетом простейшеймодели обменного взаимодействия при ненуле
вой температуре впервые проведены в [337]. Квантовые поправки для электронной
плотности на малых расстояниях предложены в [345]. Корреляционные и другие
поправки для метода Томаса-Ферми рассмотрены в обзорах [338, 340]. Алгоритм
и программа моделирования многокомпонентной системы описаны в [343].

Согласно [338] применение метода Томаса-Ферми оправдано в области от
носительно высоких температур 𝑇 > 𝐸h/𝑘B = 27 эВ и плотностей 𝑛e > 𝑎−3B =

6.7 · 1024 см−3. В более поздних работах [341, 342, 344] проведено детальное ис
следование области применимости метода с учетом обменного взаимодействия,
квантовых поправок и усовершенствованного алгоритма расчета термодинамиче
ских функций. Предложенный авторами этих работ алгоритм позволяет прово
дить расчеты для температуры 𝑇 > 𝐸h/𝑘B = 2 эВ и концентрации электронов
𝑛e = (1020 − 1027) см−3 при 𝑍 = 1.

Развитием подхода Томаса-Ферми стало появление теории функционала
электронной плотности и основанных на нем вычислительных методов, описанных
в разделе 1.3.4.

1.3. Компьютерное моделирование неидеальной плазмы на
основе атомистических подходов

Теоретическое описание неидеальной плазмы (см. раздел 1.2), как правило,
строится на уточнении теории идеальных систем (классической электрон–ионной
плазмы или вырожденного газа электронов в металлах), в которой то или иное
приближение позволяет учесть эффекты близких столкновений частиц. Альтер
нативой этому является прямое численное моделирование, в котором близкие
столкновения частиц изначально учитываются в явном виде, а приближения ка
саются вида межчастичного взаимодействия, размеров моделируемой системы,
времени исследуемых процессов, интерпретации полученных из численного мо
делирования данных с учетом их статистической достоверности.

В то время как для систем заряженных частиц с незначительной ролью столк
новительных процессов хорошо работают численные методы, основанные на пред
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ставлении вещества в качестве сплошной среды (численное решение уравнений
Власова-Пуассона или Власова-Максвелла, метод Particle-in-Cell и др.), необходи
мость учета близких столкновений выводит на первый план методы атомистиче
ского моделирования, в которых вещество рассматривается на уровне отдельных
частиц (атомов, молекул, электронов, ионов). Наиболее явными представителями
этого класса являются методы молекулярной динамики и Монте-Карло.

Подробное описание современных реализаций этих методов можно найти
в сборнике [346] и монографиях [347, 348]. В данном разделе мы рассмотрим
применение атомистических подходов для исследования неидеальной плазмы и
разогретого плотного вещества.

1.3.1. Моделирование неидеальной плазмы методом Монте-Карло

Развитие методов атомистического моделирования неразрывно связано с ис
торией вычислительной техники. Расчет уравнения состояния системы “твердых
сфер” методомМонте-Карло (МК) был проведен на одной из первых электронный
вычислительныхмашинMANIAC I (MathematicalAnalyzerNumerical Integrator and
Automatic ComputerModel) в 1953 году [349]. Именно в этой работеН.Метрополи
сом был предложен алгоритм, позволяющий рассчитывать равновесные свойства
модельной системы из 𝑁 частиц с заданным потенциалом взаимодействия, став
ший впоследствии стандартом для задач подобного типа.

Алгоритм Метрополиса позволяет определить среднее значение некоторой
величины 𝐹 , зависящей от координат частиц {r1, . . . , r𝑁}, в каноническом ансам
бле путем вычисления интеграла

⟨𝐹 ⟩ =
(︂∫︁

𝐹 (r,p) e−𝛽𝑈𝑑3𝑁r 𝑑3𝑁p

)︂⧸︂(︂∫︁
e−𝛽𝑈𝑑3𝑁r 𝑑3𝑁p

)︂
, (1.23)

где 𝑈 = 𝑈(r1, . . . , r𝑁) — потенциальная энергия системы взаимодействующих
частиц, которая в простейшем случае может быть выражена в виде суммы

𝑈 =
𝑁∑︁
𝑖

𝑁∑︁
𝑗>𝑖

𝑉 (|r𝑖 − r𝑗|), (1.24)
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𝑉 (𝑟) — парный потенциал взаимодействия.
Основой алгоритма является построение последовательности состоя

ний системы (цепи Маркова), вероятность которых распределена по закону
exp(−𝛽𝑈). В этом случае среднее значение искомой величины равно ⟨𝐹 ⟩ =

lim𝑁st→∞(1/𝑁st)
∑︀𝑁st

𝑘 𝐹𝑘, где 𝑁st — число состояний, а 𝐹𝑘 — значение величи
ны 𝐹 в состоянии 𝑘. Состояние 𝑘+1 получается из состояния 𝑘 путем небольших
случайных смещений частиц r𝑘+1

𝑖 = r𝑘𝑖 + 𝜉𝑖. Новое состояние принимается всегда,
если изменение энергии отрицательно Δ𝑈 = 𝑈𝑘+1 − 𝑈𝑘 < 0, либо принимается
с вероятностью exp{−Δ𝑈/(𝑘B𝑇 )}, если Δ𝑈 > 0. В дальнейшем этот метод был
обобщен на случай большого канонического ансамбля [350].

Несмотря на большую трудоемкость программирования ламповых ЭВМ, ав
торам [349] удалось провести расчет для двухмерной системы с 224 “жесткими
сферами”. В работе [351] был использован уже непрерывный потенциалЛеннарда–
Джонса.

В одной из первых работ по моделированию однокомпонентной неидеаль
ной плазмы (см. раздел 1.2.1), состоящей из ионов на однородном отрицательном
фоне, проведен расчет парных корреляционных функций для параметра неиде
альности в диапазоне Γii = 0.05 − 100 [352]. Расчет проводился методом МК
для системы из 32 − 500 частиц, взаимодействующих посредством кулоновского
потенциала. В работе также подробно рассматриваются два варианта граничных
условий:

а) метод ближайшего образа, при котором каждая частица взаимодействует с
𝑁−1 ближайшими соседями, находящимися на расстоянии, не превышающем𝐿/2
по каждой оси с учетом периодичности, где 𝐿 = 𝑉 1/3 - длина стороны кубической
ячейки моделирования;

б) метод Эвальда, в котором производится суммирование по условной беско
нечно периодически повторяющейся базовой ячейке 𝐿×𝐿×𝐿 с использованием
двух быстро сходящихся сумм: в реальном пространстве для короткодействующей
части взаимодействия и в Фурье-пространстве для дальнодействующей.

В работе отмечается, что для значений параметра неидеальности Γii < 10

оба метода дают одинаковый результат в пределах погрешности.
В последующих работах по моделированию неидеальной плазмы методами
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Монте-Карло и молекулярной динамики используются оба варианта граничных
условий. Например, работах [353–356] используется метод ближайшего образа,
а в [357–361] — схема Эвальда. Следует отметить, что для однокомпонентной
плазмы с параметром неидеальности Γii ≳ 100 применение схемы Эвальда дей
ствительно оправдано, так как при этих условиях можно ожидать появление даль
него порядка для ионов и их кристаллизации. В то же время использование схемы
Эвальда для моделирования электрон–ионной плазмы в области Γ ≈ 1 вызывает
сомнения, так как в этом случае система, как правило, не имеет дальнего поряд
ка, и применение схемы Эвальда может исказить результат. Для улучшения учета
эффектов взаимодействия на дальних расстояниях в этом случае более обосно
ванным является увеличение числа частиц в системе. В разделе 1.3.2 обсуждается
также использование отражающих граничных условий.

Сравнение результатов моделирования [352] с теоретическими моделями по
казало, что приближение Дебая-Хюккеля дает неплохой результат для функции
распределения ионов при Γii < 1, а в области 1 < Γii < 2 удовлетворительное
согласие наблюдается с расчетом по методу Перкуса-Йевика. Результаты для ги
перцепного приблежения выглядят хуже, хотя в дальнейшем именно оно стало об
щепринятымметодом теоретического расчета парных корреляционныхфункций и
статического структурного фактора. Также в [352] приведены неопубликованные
на тот момент результаты Хувера по МД моделированию системы из 64 ионов,
являющиеся, по-видимому, первым результатом, полученными этим методом для
неидеальной плазмы.

В 1969 году Норманом и Филиновым был предложен метод Монте-Карло
для большого канонического ансамбля [350]. В этом методе каждое новое со
стояние системы получается из предыдущего либо путем изменения положения
частиц, как в исходном методе МК, либо путем изменения числа частиц в системе
при постоянном объеме. Примеры расчетов фазового перехода пар–жидкость в
инертных газах и ионизационного перехода в слабонеидеальной плазме показали
хорошее согласие с вириальным разложением и приближением Дебая-Хюккеля,
соответственно. Авторы отмечают, что те же результаты могли бы быть получены
и с помощью обычного метода МК в каноническом ансамбле, но это потребовало
бы гораздо большего числа частиц в системе. Таким образом, основное преиму
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щество данного метода — возможность исследования фазового пространства и
предсказания переходов за счет высокой скорости вычислений (в работе расчеты
проведены для 30-40 частиц).

Большой вклад в развитие методов моделирования неидеальной плазмы внес
ла серия работ Хансена и МакДональда, которые использовали как метод Монте–
Карло [357,358], так и метод молекулярной динамики [359,361–363].

Работы [357–359], в которых рассматривается однокомпонентная неидеаль
ная плазма ионов, являются развитием метода [352]. В [357] приведено обобщение
схемы Эвальда на случай потенциала вида 𝑉 ∼ 𝑟−𝑛 с произвольным значением
𝑛. На основе моделирования методом МК получены результаты для внутренней
энергии, теплоемкости, бинарной корреляционной функции и структурного фак
тора, предложено полуэмпирическое уравнение состояния неидеальной плазмы
для Γii = 1− 160. Расчеты проводились для 𝑁 = 16− 250.

В [358] расчеты продолжены для параметра неидеальности ионов в диапазоне
Γii = 140− 300, с помощью которых подтверждено появление вигнеровского кри
сталла. Расчеты показали, что фазовый переход происходит приΓii = 155±10. По
следующие расчеты с более точной аппроксимацией потенциала взаимодействия
по схеме Эвальда [364] привели к уточнению этого значения до Γii = 168 ± 4.
В [365] обсуждается зависимость этого результата от числа частиц в системе.

На основании расчетов [357, 358] в [360] было построено модельное урав
нение состояния однокомпонентной неидеальной плазмы в диапазоне параметра
неидеальности 1 < Γii < 140, которое имеет вид𝑈/(𝑁𝑘B𝑇 ) = 𝑎Γ+𝑏Γ1/4+𝑐. Уточ
нение этого результата с оценкой требуемого числа частиц выполнено в [366]. Там
же опубликованы критические значения параметров неидеальности для формиро
вания кристаллической решетки типа ОЦК (Γii = 178) и ГЦК (Γii = 192).

Как было отмечено выше, однокомпонентная модель плазмы ионов приме
няется при вырождении электронов, т.е. в области IV на рис. 1.1. Для остальных
частей фазовой диаграммы динамика электронов имеет существенное значение,
причем в интересующей нас области II невырожденной неидеальной плазмы элек
троны можно с хорошей точностью считать классическими частицами и рассмат
ривать в МК моделировании наряду с ионами.

Первая работа по моделированию двухкомпонентной электрон–ионной плаз
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мы методомМК относится, по-видимому, к 1965 году [367]. В этой работе удалось
получить траекторию из 6100 шагов для 16 электронов и 16 ионов при концен
трации 𝑛e = 1018 cm−3 и температуре 𝑇e = 104 К. Результатом стало определе
ние внутренней энергии и бинарной корреляционной функции, однако высокая
статистическая погрешность (усреднение проводилось всего по 2100 шагов одной
траектории) не позволила получить результат достаточной точности для сопостав
ления с имеющимися теоретическими моделями, кроме теории Дебая-Хюккеля.
Более надежные данные удалось получить в [368], хотя и они в дальнейшем были
подвергнуты критике из-за использованной модели электрон–ионной потенциала.

Следует отметить, что с вычислительной точки зрения моделирование двух
компонентной системы представляет гораздо большую сложность из-за притя
жения между электронами и ионами и, следовательно, возможности сближения
электрона и иона, при котором абсолютное значение кулоновской энергии взаи
модействия неограниченно возрастает. В этом случае ограничение электрон–ион
ного потенциала на близких расстояниях необходимо как с точки зрения учета
квантово-механических эффектов, так и с вычислительной точки зрения.

В работе [368] для решения этой проблемы был использован потенциал (1.17)
с отсечкой на уровне 𝑟𝑏 = 2𝑎B, при которой потенциал электрон–ионного взаимо
действия оказался достаточно глубоким. Немного иная форма псевдопотенциала
предложена в [369], но также с большой глубиной потенциальной ямы. Обсужде
ние этих результатов приводится в [306], где отмечается образование при данном
подходе большого количества комплексов типа H− и H+

2 , не наблюдаемых в таком
количестве в экспериментах. В результате в [306] был предложен потенциал (1.17)
с отсечкой на уровне энергии 2𝑘𝐵𝑇 < 𝜖𝑏 < 4𝑘𝐵𝑇 , с помощью которого удалось
получить результаты, достаточно близкие к другим теоретическим оценкам и экс
периментальным данным для плазмы цезия.

В последующих работах Валуева, Нормана и Филинова, начиная с [370],
используется отсечка потенциала (1.17) на уровне 𝜖𝑏 = 3𝑘𝐵𝑇 . В [353, 370] в рам
ках такой модели получены результаты для парных корреляционных функций в
диапазоне параметра неидеальности 0.7 < Γ < 2.7 и различного заряда ионов.
Обзор результатов, полученных с помощью метода МК для однокомпонентной
и двухкомпонентной плазмы, приведен в книге [354], где на основе результатов
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моделирования обсуждается возможность плазменного фазового перехода.
Исторически метод Монте-Карло оказался первым из атомистических под

ходов для моделирования неидеальной плазмы из первых принципов, т.е. основан
ным на фундаментальных законах взаимодействия частиц, а не на эмпирических
закономерностях (в настоящее время “первопринципными” чаще называют рас
четы методом функционала плотности или квантовой химии). С его помощью
получено большое количество результатов, наиболее существенным из которых,
пожалуй, является исследование кристаллизации однокомпонентной плазмы при
больших плотностях. Основным недостаткомметода является отсутствие возмож
ности моделирования динамических процессов и неравновесных сред. Решение
этой проблемы привело к созданию метода молекулярной динамики, описанного
в следующем разделе.

1.3.2. Метод классической молекулярной динамики

Всего через несколько лет после создания метода Монте-Карло появились и
первые расчетыметодоммолекулярной динамики (МД), основанном на численном
решении классических уравнений движения для системы из 𝑁 взаимодействую
щих материальных точек с заданными начальными условиями:

𝑑2r𝑖
𝑑𝑡2

= − 1

𝑚𝑖

𝜕𝑈

𝜕r𝑖
, r𝑖(0) = r0𝑖 , ṙ𝑖(0) = v0

𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑁. (1.25)

В [371] таким образом была промоделирована система из 32− 108 жестких сфер,
хотя алгоритм расчета заключался в нахождении времени ближайшего столкно
вения, а не в расчете непрерывной траектории.

Появление в 1960-х годах транзисторных ЭВМ позвонило почти на 3 по
рядка увеличить скорость вычислений и проводить расчеты для систем с более
сложными моделями взаимодействия, большим числом частиц и меньшей стати
стической погрешностью результатов. Это позволило выполнять интегрирование
уравнений (1.25) с помощью разностных схем и находить непрерывные траектории
движения частиц.

Исследование динамических характеристик однокомпонентной неидеальной
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плазмы с помощью МД моделирования проведено в [359]. Для интегрирования
уравнений движения в этой работе использовалась разностная схема Верле [372],
ставшаяфактически стандартномдляМДмоделирования.Несмотряна невысокий
(второй) порядок аппроксимации, она обладает высокой устойчивостью для задач
осцилляторного типа, к которым относится моделирование движения частиц в
замкнутой области. Ей также свойственно отсутствие численного дрейфа полной
энергии изолированной системы, при этом она достаточно проста в реализации.

Величинашага по времениΔ𝑡 выбирается, как правило, такимобразом, чтобы
точность сохранения рассчитываемой полной энергии изолированной системы
была не хуже 1 %. Сохранение импульса в схеме Верле обеспечивается на уровне
ошибок округления за счет использования третьего закона Ньютона.

В [359] представлены первые результаты для автокорреляционной функции
скоростей ионов 𝐾𝑣(𝑡) = ⟨v(𝑡)v(0)⟩/⟨v2(0)⟩, динамического структурного фак
тора 𝑆(𝜔, 𝑘) (см. ниже) и спектра колебаний ионной решетки при Γii = 1 − 152.
Также приведены оценки коэффициента диффузии и сдвиговой вязкости. Уточ
нение этих результатов с использованием потенциала Кельбга (1.11) выполнено
значительно позже в [373].

Многие последующие работы по МД моделированию однокомпонентной
неидеальной плазмы связаны с исследованием вязкости и теплопроводности (см.,
например, [374–376]). Этим методом рассматривались и неравновесные системы,
например, в [377] исследуется процесс установления бинарных корреляций и ре
лаксации функции распределения.

Для двухкомпонентной плазмы полная энергия системы описывается гамиль
тонианом

𝐻 = 𝐾i +𝐾e + 𝑈ii + 𝑈ei + 𝑈ee + 𝑈ext, (1.26)

где 𝐾i и 𝐾e — кинетическая энергия электронов и ионов

𝐾i =
𝑚i

2

𝑁i∑︁
𝑖

v2
𝑖 , 𝐾e =

𝑚e

2

𝑁e∑︁
𝑘

v2
𝑘, (1.27)
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а 𝑈 = 𝑈ii + 𝑈ei + 𝑈ee — потенциальная энергия взаимодействия

𝑈ii =

𝑁i∑︁
𝑖

𝑁i∑︁
𝑗<𝑖

𝑉ii(|R𝑖 −R𝑗|), 𝑈ei =

𝑁i∑︁
𝑖

𝑁e∑︁
𝑘

𝑉ei(|R𝑖 − r𝑘|),

𝑈ee =

𝑁e∑︁
𝑘

𝑁e∑︁
𝑚<𝑘

𝑉ee(|r𝑘 − r𝑚|), (1.28)

r и R — координаты электронов и ионов, а 𝑈ext — внешний потенциал, кото
рый может включать поле, действующее на частицы, или задавать специальные
граничные условия.

При МД моделировании такой системы проблема выбора потенциала элек
трон–ионного взаимодействия 𝑉ei стоит еще более остро, чем в методе МК, так
как сближение разноименных зарядов приводит к резкому увеличению их ки
нетической энергии и росту численных ошибок при интегрировании уравнений
движения. При большой “глубине” притягивающего потенциала необходимо либо
уменьшать шаг по времени (что приводит к увеличению времени расчета), либо
использовать схему с переменным шагом.

Другой проблемой здесь является большое отношение тепловых скоростей
ионов и электронов в равновесной плазме, которое даже для водорода составляет
(𝑚i/𝑚e)

1/2 ≈ 43. Поскольку шаг интегрирования уравнений движения необхо
димо выбирать, исходя из средних скоростей электронов, объем статистического
усреднения по положением ионов часто оказывается недостаточным. Решением
этой проблемы в первых работах поМД моделированию электрон–ионной плазмы
было моделирование динамики электронов при неподвижных ионах с последую
щем усреднением результатов для различных конфигураций ионов, полученных
методом МК [355, 356]. Альтернативным решением этой проблемы является ис
пользование меньшего отношения масс с последующим масштабированием ре
зультатов для динамики ионов [95].

Моделирование совместной динамики электронов и ионов проведено в ра
ботах [361, 362]. В [361] исследована неидеальная плазма c параметрами Γ = 2,
𝑛e = 1.6 · 1024 см−3, 𝑇 = 1.58 · 105 K, а для описания электрон–электронного и
электрон–ионного взаимодействий использован потенциал Дойча (1.14). Авторы
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отмечают произвольность выбора псевдопотенциала, однако в исследуемой ими
области параметров не ожидают заметного влияния короткодействующей части
псевдопотенциала на результаты расчетов. В [362] указанные выше расчеты бы
ли продолжены для более широкого диапазона параметров плазмы Γ = 0.5− 2.0,
𝑛e = (1.6−25)·1024 см−3, 𝑇 = (1.58−15.8)·105 K, а в качестве потенциала взаимо
действий был использован модифицированный потенциал Дойча с приближенным
учетом антисимметризации для электронов (1.15).

В работах [312,378,379] также использовался потенциал Дойча, но без учета
антисимметризации, а в [200, 380–382] — с учетом антисимметризации, в серии
работ Нормана и Валуева [355, 356, 383–391] был использован псевдопотенциал с
отсечкой (1.17), а в работах [307, 392] — потенциал Кельбга. Сравнение различ
ных типов пседопотенциалов для МД приведено в [312, 382]. Рассмотрим более
подробно результаты, полученные в указанных работах.

Наиболее простым результатом, позволяющим протестировать корректность
работы программы и правильность выбора параметров численной схемы, является
расчет парных корреляционных функций. Результаты расчета этих функции для
различных пар частиц (e-i, e-e и i-i) в области высоких температур (𝑇 > 104 K)
в [361,362] хорошо совпали гиперцепным приближением и впоследствии практи
чески не пересматривались. Аналогичные расчеты в области более низких темпе
ратур (до 104 K) проведены позже в [307], где зависимость от использованного
псевдопотенциала является более явной и совпадение с теоретическими расчета
ми не столь очевидно.

Принципиально новым результатом работ [361, 362], показавшим преиму
щества метода МД по сравнению с МК, является расчет автокорреляционной
функции скоростей и коэффициента диффузии. Следует отменить, что в некото
рых последующих работах (см., например, [383]) сообщалось об осцилляторном
характере затухания автокорреляторов скоростей и токов в равновесной двухком
понентной плазме, но, по-видимому, эти колебания были связаны с недостатком
статистики и впоследствии не подтвердились [95, 362, 388].

Первые оценки проводимости неидеальной плазмы методом МД были по
лучены из коэффициента диффузии электронов [355]. В последующих работах
проводимость определялась на основе теории линейного отклика путем инте
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грирования автокоррелятора тока [95, 356, 362]. Эти расчеты выявили заметные
отличия от формулы Ландау-Спитцера [89,108]. В [286,393] выполнено сопостав
ление результатов МД моделирования для проводимости с рядом современных
теоретических моделей. Более подробное обсуждение расчета проводимости ме
тодом МД, в том числе динамической проводимости, т.е. зависящей от частоты
возмущающего поля, приведено в главе 2.

Нестандартныйподход к определениюпроводимости и эффективной частоты
электрон–ионных столкновений применен в [394], где МД система подвергается
воздействию внешнего поля, при этом измеряется величина поглощенной в плазме
энергии. Для поддержания параметров плазмы используется термостат. Недоста
ток этого метода состоит в том, что малая амплитуда внешнего поля не дает
возможности наблюдать нагрев плазмы на фоне термодинамических флуктуаций,
а большая амплитуда приводит к нелинейным эффектам. Решение, предложенное
авторами, заключалось в экстраполяции полученной зависимости от амплитуды
внешнего поля к пределу линейных возмущений.

Динамический структурный фактор “заряд-заряд” для двухкомпонентной
плазмы 𝑆𝑧𝑧(𝜔, 𝑘) = 1

2 [𝑆𝑖𝑖(𝜔, 𝑘) + 𝑆ee(𝜔, 𝑘) − 2𝑆ei(𝜔, 𝑘)] исследовался в [95, 312,
361, 362, 379, 382, 385, 388]. Эта величина имеет важное значение, так как она
связана с комплексной диэлектрической проницаемостью 𝜀(𝜔, 𝑘) соотношением

𝑆𝑧𝑧(𝜔, 𝑘) = −
𝑘𝐵𝑇

4𝜋𝑛𝑒2
𝑘2

𝜔
Im

1

𝜀(𝜔, 𝑘)
. (1.29)

В случае МД моделирования динамические структурные факторы 𝑆𝑐𝑑(𝑘, 𝑡)

для пар частиц 𝑐, 𝑑 обычно рассчитываются из Фурье-преобразования автокорре
лятора плотности 𝐹𝑐𝑑(𝑘, 𝑡), который в свою очередь выражается через спектраль
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ные функции плотности 𝜌(k, 𝑡):

𝑆𝑐𝑑(𝜔, 𝑘) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

e𝑖𝜔𝑡𝐹𝑐𝑑(𝑘, 𝑡) 𝑑𝑡, (1.30)

𝐹𝑐𝑑(𝑘, 𝑡) =
1

𝑁𝑐𝑁𝑑
⟨𝜌𝑐(k, 𝑡)𝜌𝑑(−k, 0)⟩, (1.31)

𝜌𝑐(k, 𝑡) =

𝑁𝑐∑︁
𝑘=1

exp(𝑖k · r𝑘(𝑡)), (1.32)

где r𝑘(𝑡) — мгновенная координата частицы с номером 𝑘. Усреднение в (1.31)
производится по начальным моментам времени и по направлениям вектора k.

В результате таких расчетов в [361, 362] показано, что динамические струк
турные факторы в двухкомпонентной плазме существенно отличаются от ана
логичных результатов для однокомпонентной плазмы. Эти расчеты также поз
волили подтвердить гипотезу о существовании плазменных волн в неидеальной
плазме [290]. Полученная дисперсия ленгмюровских плазменных волн, частота
которых определяется соответствующим максимумом 𝑆𝑧𝑧(𝜔, 𝑘), демонстрирует
существенные отличия от случая бесстолкновительной плазмы, однако в [361,362]
результат был получен только для трех точек нафазовой диаграмме, и его точность
оставляла желать лучшего.

Последующие работы позволили исследовать дисперсию и затухание плаз
менных волн в более широкой области параметров. В частности, в [95] показа
но, ленгмюровские плазменные волны существуют в электрон–ионной плазме по
крайней мере при Γ < 4, а их дисперсия может быть описана выражением для
диэлектрической проницаемости [395]

𝜀(𝜔, 𝑘) = 1 +
1

𝑘2

1− 𝐽+
(︁
𝜔+𝑖𝜈
𝑘

)︁
1− 𝑖𝜈

𝜔+𝑖𝜈 𝐽+

(︁
𝜔+𝑖𝜈
𝑘

)︁ , 𝐽+(𝑥) = 𝑥 e−𝑥/2
𝑥∫︁

𝑖∞

e𝑡
2/2 𝑑𝑡, (1.33)

полученным в приближении слабых столкновений, при условии, что эффектив
ная частота столкновений 𝜈 заменяется на значение из МД расчетов. Полученная
в [95] зависимость 𝜈(Γ) существенно отличается от выражения для плазмы со
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слабыми столкновениями [89], которое оказывается неприменимым работать при
Γ > 0.1. При росте неидеальности значение 𝜈 проходит через максимум приΓ ≈ 2,
оставаясь при этом в четыре раза меньше плазменной частоты. Это говорит о том,
что ленгмюровские плазменные волны в электрон–ионной плазме существуют по
крайней мере до границы вырождения (согласно предсказаниям теории идеальной
плазмы они не существуют вследствие сильного затухания). Зависимость 𝜈(Γ)
хорошо согласуется со значением так называемой динамической частоты столк
новений, которая обсуждается в главе 2. Более подробно вопрос существования
плазменных волн в неидеальной плазме обсуждается в [396].

В [359, 362] наряду с данными моделирования обсуждается теоретический
метод построения 𝑆𝑐𝑑(𝜔, 𝑘), основанный на соотношениях для частотных момен
тов этой функции Ω

(𝜈)
𝑐𝑑 (𝑘) =

∫︀∞
−∞ 𝜔

𝜈𝑆𝑐𝑑(𝜔, 𝑘) 𝑑𝜔 (метод моментов). Отличными от
нуля здесь оказываются моменты четных порядков:

Ω
(0)
𝑐𝑑 (𝑘) = 𝑆𝑐𝑑(𝑘), Ω

(2)
𝑐𝑑 (𝑘) = 𝛿𝑐𝑑

𝑘B𝑇𝑘
2

𝑚𝑐
,

Ω
(4)
𝑐𝑑 (𝑘) =

𝑘B𝑇𝑘
2

(𝑚𝑐𝑚𝑑)1/2

(︂
𝛿𝑐𝑑

3𝑘B𝑇𝑘
2

𝑚𝑐
+ 𝛿𝑐𝑑

∑︁
𝑓

𝐾𝑐𝑓

𝑚𝑐
− 𝐿𝑐𝑑(𝑘)

(𝑚𝑐𝑚𝑑)1/2

)︂
, (1.34)

где

𝐾𝑐𝑑 =
𝑛i
3

∫︁
∇2𝑉𝑐𝑑(𝑟) 𝑔𝑐𝑑(𝑟) 𝑑

3r, 𝐿𝑐𝑑 = 𝑛i

∫︁
e𝑖k·r 𝑔𝑐𝑑(𝑟)

(︁k · ∇
𝑘

)︁2
𝑉𝑐𝑑(𝑟) 𝑑

3r,

𝑔𝑐𝑑(𝑟)—бинарная функция распределения, 𝑆𝑐𝑑(𝑘) =
1

𝑁𝑐𝑁𝑑
⟨𝜌𝑐(k)𝜌𝑑(−k)⟩— стати

ческий структурный фактор, связанный с 𝑔𝑐𝑑(𝑟) соотношением:

𝑆𝑐𝑑(𝑘) = 𝛿𝑐𝑑 + 4𝜋𝑛i

∫︁ ∞
0

sin 𝑘𝑟

𝑘𝑟

(︀
𝑔𝑐𝑑(𝑟)− 1

)︀
𝑟2 𝑑𝑟.

Восстановление 𝑆𝑐𝑑(𝜔, 𝑘) производится на основе формулыНеванлинны, при этом
расчет 𝑆𝑐𝑑(𝜔, 𝑘) может быть сделан либо на основе данных МД моделирования,
либо аналитически из псевдопотенциала в рамках гиперцепного приближения.
Развитие этого похода для однокомпонентной плазмы получило продолжение в
серии работ Ткаченко и соавторов [397–401].
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В [386–388] были рассмотрены стохастические свойства неидеальной плаз
мы. За счет сильногомежчастичного взаимодействия в ней происходит достаточно
быстрое перемешивание траекторий и потеря динамической памяти. В реальной
системе причиной начального отклонения траекторий движения частиц от точного
решения уравнений (1.25) является взаимодействие с окружением, а в компьютер
ном эксперименте — воздействие специального источника шума, термостата или
даже численных ошибок интегрирования уравнения движения. В любом случае
из-за схоластичности системы начальные отклонения траекторий возрастают экс
поненциально и за достаточно короткое время приводят к потере динамической
памяти и необратимости динамики частиц во времени. Это время необходимо
учитывать при анализе некоторых результатов МД моделирования. В указанных
работах был определен максимальный показатель Ляпунова, определяющей ско
рость разбегания траекторий, а также время динамической памяти в зависимости
от параметров плазмы.

В отличие от метода Монте-Карло молекулярно-динамическое моделиро
вание позволяет исследовать системы вне термодинамического равновесия. Так
в работах [200, 363, 380–382, 389, 390, 402] была рассмотрена неизотермическая
неидеальная плазма, в которой для подсистем электронов и ионов существует
локальное равновесие, однако их температуры не совпадают. При образовании
неидеальной плазмы в процессе воздействия на вещество лазерного излучения
или потока частиц, в ударных волнах, ее начальное состояние, как правило, ока
зывается неизотермическим.

Первый расчет времени электрон–ионной релаксации в неизотермической
плазме проведен в [363]. В дальнейшем эти данные были существенно уточне
ны. Как и в случае с проводимостью плазмы, значение времени релаксации при
Γ > 0.1 заметно отличается от выражения Ландау-Спитцера, но в то же время
согласуется с результатами МД расчетов для эффективной частоты столкнове
ний. В [200, 381, 382, 402] приведено сравнение результатов МД моделирования
с теоретическими моделями, а в [200] — с результатом эксперимента [199]. Тео
ретическому исследованию релаксации в двухтемпературной неидеальной плазме
посвящены, например, работы [403–407].

В [389] описан так называемый небольцмановский этап электрон–ионной ре
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лаксации, предшествующий основному (больцмановскому) этапу, на котором раз
ность температур электронов и ионов убывает экспоненциально |𝑇e − 𝑇i| ∼ e−𝑡/𝜏 .
Небольцмановский этап характеризуется временем 𝜏nB, отношение которого к пе
риоду плазменных колебаний 2𝜋/𝜔p растет с ростом параметра неидеальности. На
временах 𝑡 < 𝜏nB может наблюдаться немонотонная зависимость разности сред
них кинетических энергий электронов и ионов от времени. Время 𝜏nB коррелирует
с временем динамической памяти, что объясняет неприменимость кинетической
теории газов на данном этапе.

Другим примером неравновесной среды является наноплазма, образованная
под воздействием фемтосекундного лазерного импульса на металлический или
атомарный кластер (см. раздел 1.1.7). За счет того, что число атомов в кластере во
многих случаях не превышает 105, такая система в методеМДможет быть описана
целиком. В этом случае граничные условия устанавливаются далеко за пределами
системы и не влияют на ход моделирования. Поскольку временные масштабы
движения электронов и ионов сильно различаются, в некоторых работах динамика
электронов рассматривается при неподвижных ионах (см., например, [408–410]).

С помощью МД моделирования для кластерной наноплазмы были исследо
ваны процессы внутренней и внешней ионизации электронов [313, 408, 410–414],
разлета кластера за счет кулоновского отталкивания (кулоновского взрыва) [239,
415–417], резонансного поглощения лазерного излучения [409, 411, 418, 419], об
мена энергией между электронами и ионами за счет столкновений [420], эмис
сии электронов и ионов из кластерной наноплазмы [421, 422] и др. При этом
в [414,423] добавлен учет релятивистских эффектов для электронов. В некоторых
из указанных работ для повышения производительности использовался алгоритм
“TreeMD”, о котором пойдет речь в разделе 1.3.3. Обзор методов атомистического
моделирования кластерной наноплазмы приведен в [228].

Отдельно следует отметить работу [412], в которой на основе МД модели
рования рассматривается механизм поглощения энергии излучения в ультрафи
олетовом диапазоне ионизованным кластером ксенона. В работе показано, что
сформированная в результате воздействия светового импульса с интенсивностью
1.5 ·1012−7 ·1013 Вт/см2, длительностью 100фс и длиной волны 98 нм наноплазма
является неидеальной с параметром неидеальности Γ = 0.1− 1.5. Неидеальность
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кластерной наноплазмы обсуждаются также в [413], где приведена оценка эф
фективной частоты электрон–ионных столкновений для ионизованны кластеров
Xe500 и Xe5000, и в теоретической работе [424].

При любом из описанных выше типов псевдопотенциала в процессе МД мо
делирования возникают связанные состояния электронов и ионов с различным
временем жизни. В отличие от химических моделей плазмы эти состояния не вы
деляются в отдельный тип частиц, однако алгоритм, описанный в [425], позволяет
определить наличие такой связи, исходя из энергии взаимодействия и характера
движения электрона относительно иона. На основе этого алгоритма в [425–427]
определен энергетический спектр связанных состояний, распределение их времен
жизни в зависимости от степени неидеальности, заряда ионов и глубины отсеч
ки потенциала электрон–ионного взаимодействия. Выделена также область ло
кализованных состояний электронов относительно нескольких ионов. На основе
полученных данных приведена оценка скорости столкновительной рекомбинации.

Отдельно следует выделить работы по МД моделированию ультрахолодной
плазмы (см. раздел 1.1.8). Из-за низкой плотности плазмы, отсутствия вырождения
электронов и квазиклассического характера их взаимодействия с ионами в области
ридберговских состояний, метод классической МД оказывается здесь наиболее
удачным выбором (хотя применяются и другие подходы, см. [428]). Здесь также
следует разделить работы по моделированию однокомпонентной плазмы ионов
на нейтрализующем фоне отрицательного заряда [429–431] и двухкомпонентной
плазмы [432–440]. При этом проблема выбора псевдопотенциала электрон–ион
ного и электрон–электронного взаимодействия становится менее острой, так как
учет квантово-механических поправок требуется уже на гораздо меньших рассто
яниях. В этом случае выбор отсечки потенциала 𝑉ei(𝑟) определяется скорее из
соображений вычислительной устойчивости алгоритма, а для обеспечения сохра
нения полной энергии на уровне 0.1−1% для потенцилов, близких к кулоновско
му, используется алгоритм с переменным шагом по времени, заимствованный из
практики моделирования гравитационной задачи 𝑁 -тел [441].

В [433, 434] рассматривается начальная стадия релаксации электронов уль
трахолодной плазмы, возникающая на временах порядка нескольких периодов
плазменных колебаний 𝜏e, на которой резкий рост кинетической энергии проис
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ходит за счет установления пространственных корреляций. Это снижает степень
неидеальности плазмыи ограничивает дальнейшее установление корреляций. Дан
ный эффект соответствует небольцмановской стадии релаксации, рассмотренной
в [389] для традиционной (горячей) плазмы. Дальнейшая фаза более медленного
роста кинетической энергии электронов обеспечивается за счет трехчастичной
рекомбинации. Процесс рекомбинации на ридберговские уровни также достаточ
но подробно рассматривается в [434]. Частота рекомбинации оказалась близкой к
известной зависимости для идеальной плазмы, однако авторы отмечают важность
учета быстрого изменения температуры электронов на начальном этапе.

Дополнительно в [434] отмечается возникновение упорядоченной структуры
ионов при дальнейшем лазерном охлаждении плазмы после ионизации. Более
подробно этот вопрос, включая процесс расширение плазмы и возникновение
вигнеровского кристалла для ионов, рассмотрен в [429].

Релаксация ионной подсистемы рассматривалась в [442] в рамках модели
однокомпонентной плазмы, где моделирование ионов описывалось потенциалом
Юкавы 𝑉ii(𝑟) = 𝑒2 exp(−𝜅𝑟)/𝑟. Основное внимание уделялось объяснению обна
руженных в [263] осцилляций температуры ионов и установлению ионных корре
ляций. В [430, 431] с помощью той же модели исследована самодиффузия ионов.
Для увеличения числа частиц в системе здесь использовалсяметод частиц в ячейке
(см. раздел 1.3.3).

Цикл работ [435–440] поМДмоделированию двухкомонентной ультрахолод
ной плазмы посвящен исследованию скорости трехчастичной рекомбинации [435],
диффузии ионов и электронов [436, 438], проводимости [437, 438], теплопровод
ности и сдвиговой вязкости [439], распределения микрополя вокруг ионов [440].
Результаты для диффузии ионов с хорошей точностью согласуются с экспери
ментальными данными [266] и результатами моделирования однокомпонентной
плазмы. Используя результаты МД моделирования [438], в [443] предложена тео
ретическая модель, описывающая статическую проводимость полностью ионизо
ванной плазмы, а также коэффициенты преломления, поглощения и отражения.

В работах Майорова, Яковенко и др. [391, 444–446], в которых метод МД
называется также методом динамики многих частиц, были также получены термо
динамические свойства неидеальной плазмы и распределение микрополей [444],
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рассмотрены процессы диффузии и рекомбинации, распределение электронов по
энергиям, включая связанные состояния [391,445], определена релаксация ультра
холодной плазмы к равновесию [446]. При этом авторы выступают с резкой кри
тикой использования в МД моделировании неидеальной плазмы периодических
граничных условий, включая схему Эвальда и метод ближайшего образа [447]. В
то же время, предлагаемая ими модель системы с зеркально отражающими стенка
ми имеет, очевидно, свои недостатки, заключающиеся в наличии приграничного
слоя и необходимости усреднения исследуемых величины по внутренней области
расчетной ячейки, имещей переменное числом частиц. При недостаточном числе
частиц в такой системе граничные эффекты вносят гораздо большие искажения
в рассчитываемые величины, чем неявная отсечка потенциала на половине длины
ячейки при использовании периодических граничных условий. Более подробно ис
пользование отражающих граничных условий в МД моделировании обсуждается
в разделе 2.4.

В целом следует отметить, что метод МД оказался мощным инструментом,
позволившим объяснить многие наблюдаемые явления в неидеальной плазме, та
кие как существование ленгмюровских плазменных волн, аномальную проводи
мость и отражательную способность, скорость рекомбинации и релаксации темпе
ратур в ультрахолодной плазмы, динамику кластерной наноплазмы и др. Основ
ным недостатком этого метода является необходимость использования псевдо
потенциалов межчастичного взаимодействия, выбор которых зачастую является
предметом дискуссий. Влияние, например, отсечки потенциала электрон–ионно
го взаимодействия на близких расстояниях становится весьма существенным при
температурах 𝑇 < 3 · 104 K и концентрациях электронов 𝑛e > 1021 см−3. Еще
большей проблемой является описание связанных состояний электронов и ионов.

Большинство из используемых в МД псевдопотенциалов получены путем со
поставления суммы Слеттера, вычисленной в представлении классической и кван
товой механики для равновесной системы из двух частиц. Выражения для этих
потенциалов содержат температуру, т.е. термодинамический параметр, исполь
зование которого для описания микроскопических актов столкновений частиц,
вообще говоря, не обосновано. Это вопрос становится особенно важным при опи
сании систем вне термодинамического равновесия, для которых либо понятие
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температуры неприменимо вообще (при отсутствии локального равновесия), либо
температура компонент плазмы изменяется со временем. При этом использова
ние в псевдопотенциале “мгновенной” температуры будет приводить к нарушению
закона сохранения энергии.

Другим недостатком классической МД является невозможность учесть эф
фекты вырождения электронного газа, хотя, как будет показано в разделах 2.1
и 5.3, псевдопотенциальная модель может давать неожиданно хорошие результа
ты даже для частично вырожденной плазмы (𝜃 < 1).

В последнюю очередь следует отметить квадратичный рост объема вычисле
ний в (1.25) при увеличении 𝑁 , что ограничивает размер моделируемых систем.
Это бывает существенно при рассмотрении процессов с большим характерным
размером, например, ленгмюровских волн с большой длиной волны, либо про
странственно неоднородных систем, например, кластерной плазмы. Частичное
решение этой проблемы рассмотрено в разделе 1.3.3. Более точный учет квантово–
механических эффектов взаимодействия частиц обсуждается в разделах 1.3.4,
1.3.5 и 1.3.6.

1.3.3. Методы частиц в ячейке и TreeMD

Зависимость результата МД моделирования от числа частиц в системе явля
ется существенной проблемой длямногих из описанных выше задач. Эта проблема
возникает, например, при исследовании плазмы с большим масштабом простран
ственной неоднородности: кластерной плазмы с количеством атомов более 104

или двойного электронного слоя. Размер системы также имеет значение при ис
следовании длинноволнового предела дисперсии и затухания плазменных волн,
фазовых переходов (например, вигнеровской кристаллизации), а также плазмы с
относительно низкой плотностью (𝑛e ⩽ 1019 см−3), где сфера дебаевского экрани
рования включает большое число частиц.

Как было отмечено ранее, увеличение числа частиц 𝑁 в классическом МД
алгоритме для расчета межчастичного взаимодействия (1.25) приводит к росту
времени моделирования пропорционально 𝑡 ∼ 𝑁 2. При этом несложно показать,
что на движение частицы в большей степени влияют ее ближайшие соседи, а взаи
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модействие с более удаленными частицами может быть определено приближенно
без существенной потери точности расчетов, что позволило бы уменьшить объем
вычислений.

Такой алгоритм был предложен в [448] и получил название TreeMD (молеку
лярная динамика с древовидной структурой хранения данных). Изначально этот
метод был разработан для систем с гравитационным взаимодействием, и успешно
используется до сих пор для решения задач астрофизики. Расчет взаимодействий
на каждом шаге по времени состоит из двух этапов. На первом выполняется по
строение древовидной структуры данных для сортировки частиц по удаленности
друг от друга, что и дает название методу. С использованием этой структуры на
втором этапе определяются силы, действующие на каждую частицу, причем для
ближайших соседей взаимодействие рассчитывается точно, а для более удален
ных — заменяется на приближенный потенциал типа частица – группа частиц.
Отношение размера группы 𝑠 к расстоянию до нее 𝑑, при котором дальнейшее
дробление группы на подгруппы прекращается, определяет ускорение по срав
нению с обычной МД. Однако, при росте ускорения, растет и ошибка, вносимая
приближенным характером учета дальних взаимодействий, поэтому выбор опти
мального критерия для 𝑠/𝑑 является необходимым этапом настройки метода.

Главным достоинством алгоритма TreeMD является асимптотически более
медленный рост времени расчета с увеличением числа частиц: 𝑡 ∼ 𝑁 ln𝑁 . При
𝑁 ≳ 104 этот метод может давать заметные преимущества по сравнению с обыч
ной МД, тем более, что для него в последнее время были созданы эффективные
параллельные реализации [449].

С использованием алгоритма TreeMD в однородной неидеальной плазме ис
следовалось столкновительное (обратное тормозное) поглощение лазерного излу
чения [394], статическая проводимость [282] и другие явления. Однако, наибо
лее полезным он оказался для моделирования ионизованных кластеров и нанока
пель [214, 411–413, 416, 419], причем в [416] с его помощью удалось рассмотреть
систему из 107 частиц.

Другим методом, позволяющим моделировать системы заряженных частиц
больших размеров является метод частиц в ячейке (метод крупных частиц,
Particle-in-Cell, PIC) [450]. Этот метод и его электродинамическая модифика
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ция широко применяются для моделирования релятивистской лазерной плазмы,
плазмы в токамаках, астрофизических объектах и других системах, в которых
эффекты кулоновской неидеальности невелики [174, 178, 203, 208, 209]. В этом
методе уравнения движения (1.25) решаются не для электронов и ионов, а для за
ряженных квазичастиц, взаимодействующих друг с другом посредством среднего
поля.

Для расчета взаимодействий в методе PIC вводится одно-, двух- или трехмер
ная пространственная сетка на которой рассчитываются средние значения зарядов
и токов, создаваемых квазичастицами. Далее на сетке численно решаются урав
нения Пуассона или Максвелла (для электродинамической версии). Полученные
сеточные значения электрического (и магнитного) поля используются для расчета
сил, действующих на квазичастицы. Близкие столкновения либо не учитываются
совсем (модель бесстолкновительной плазмы), что оправдано при высоких тем
пературах, либо учитываются с помощью специального алгоритма Монте-Карло
(Monte-Carlo collisions). Этот метод имеет ограниченное применение и для слабо
неидеальной плазмы (см., например, [451]), однако уступает по точности описания
столкновительных процессов рассмотренным выше методам МД и МК.

В серии работ [247,452–454] предложен комбинированный метод, названный
MicPIC (Microscopic Particle-in-Cell), в котором уравнения движения (1.25), как и
в классическойМД, решаются для элементарных частиц. В пределах одной ячейки
пространственной сетки частицы взаимодействуют друг с другом непосредствен
но с помощью псевдопотенциалов, а на больших расстояниях— как в методе PIC,
посредством среднего поля. Этот метод похож на модификацию Particle-Particle
Particle-Mesh (PPPM), но не использует концепцию квазичастиц. За счет этого
его можно применять лишь для систем ограниченного размера (например, иони
зованных нанокластеров), но точность описания столкновительных процессов по
сравнению с PIC существенно возрастает. Похожий метод был использован также
в [402].

Следует отметить, что оба описанных подхода TreeMD и MicPIC/PPPM име
ют немало вычислительных особенностей и требуют тонкой настройки, однако
в целом они позволяют преодолеть квадратичный рост времени вычислений с
увеличением числа частиц, поэтому для моделирования систем с 𝑁 > 104 их
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применение вполне оправдано.

1.3.4. Метод квантовой молекулярной динамики, основанный на теории
функционала плотности

Походы, основанные на формализме электронной плотности, уже обсужда
лись в разделе 1.2.4, однако, именно описанная ниже теория функционала плот
ности (ТФП, Density Functional Theory, DFT, Kohn-Sham DFT, KS-DFT) позволи
ла создать эффективные численные алгоритмы для моделирования твердых тел,
жидкостей, разогретого плотного вещества и наноразмерных систем, открыв тем
самым новое прорывное направление в вычислительной физике и химии. История
создания, основные положения и перспективы развития методов, основанных на
ТФП, изложены в [455].

Основу ТФП заложили работы Хоэнберга, Кона иШэма [456,457], в которых
было показано, что основное состояние квантовой системы однозначно опреде
ляется функцией электронной плотности, минимизирующей функционал полной
энергии. Таким образом, уравнение Шредингера для нескольких взаимодейству
ющих друг с другом электронов может быть сведено к более простому уравнению
для одного электрона, находящегося в поле атомных ядер и среднего кулоновско
го поля, создаваемого остальными электронами (уравнение Кона-Шэма). Такая
замена становится эквивалентной после эффективного учета обменно-корреля
ционного взаимодействия между электронами.

В общем виде уравнение Кона-Шэма [457] представляет собой одноэлек
тронное уравнение Шредингера(︂

− ℏ2

2𝑚e
∇2 + 𝑉ext(r) + 𝑉h(r) + 𝑉xc(r)

)︂
𝜓𝑖(r) = 𝜀𝑖𝜓𝑖(r), (1.35)

где 𝑉ext(r) — внешний потенциал, 𝑉h(r) = 𝑒2
∫︀
𝑛(r′)/|r − r′|𝑑3r′ — энергия ку

лоновского взаимодействия электронов в одночастичном приближении (энергия
Хартри), 𝑉xc(r)— потенциал обменно-корреляционного взаимодействия.

В простейшем случае (приближение локальной плотности, LDA) энергия об
менно-корреляционного взаимодействия на один электрон может быть выражена
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через некоторую функцию, зависящую от электронной плотности 𝜖xc(𝑛):

𝑉xc(r) =
𝑑
(︀
𝑛𝜖xc(𝑛)

)︀
𝑑𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑛=𝑛(r)

, 𝐸xc[𝑛] =

∫︁
𝑛(r)𝜖xc(𝑛(r)) 𝑑

3r, (1.36)

где 𝐸xc[𝑛]— обменно-корреляционный функционал, определяющий соответству
ющую поправку к энергии. Замыкание системы уравнений обеспечивается вы
ражением 𝑛(r) =

∑︀
𝑖 |𝜑𝑖(r)|2, после чего она может быть решена итерационным

способом.
Наибольшую трудность в методах, основанных на ТФП, представляет раз

работка модели обменно-корреляционного функционала. В рамках приближения
локальной плотности для этого может быть использована модель однородного
электронного газа, которая дает точное выражение для обменного взаимодей
ствия, в то время как для корреляционного взаимодействия необходимы интер
поляционные формулы. Создание таких формул в ранних работах по ТФП (см.,
например [458]) сделало возможным выполнение практически важных расчетов и
широкое распространение метода.

Последующее развитие ТФП связано с разработкой обменно-корреляцион
ныхфункционалов, зависящих от спина частиц [459,460] и градиента электронной
плотности [461], при этом часть моделей основана только на фундаментальных
принципах, а другая часть использует полуэмпирический подход. Современные
тенденции развития этих методов приведены в обзоре [462].

Решение уравнения (1.35) для многоэлектронных атомов может представлять
большую вычислительную сложность, поэтому для них часто используются псев
допотенциалы [463, 464], позволяющие приближенно учесть влияние внутренних
оболочек атома и проводить расчет волновой функции лишь для ограниченного
числа электронов на внешних оболочках.

Практическая реализация алгоритмов, основанных на ТФП, требует также
разложения волновой функции в некотором базисе. Для моделирования твердых
тел, имеющих кристаллическую структуру, наиболее часто используется базис
плоских волн [465]. При моделировании жидкости, плазмы или крупных моле
кулярных кластеров этот базис также применяется, так как он является осно



81

вой многих современных программных пакетов, в том числе популярного пакета
VASP [466], и в целом дает неплохие результаты, хотя в литературе представлены
и другие варианты базисов [455].

Описанный выше алгоритм предназначен для лишь исследования статиче
ских свойств квантовых систем в основном состоянии. Следующимшагом на пути
развития ТФП стало создание метода квантовой молекулярной динамики (КМД,
QMD, Ab initio MD), в котором моделируется динамика ионов, погруженных в вы
рожденный электронный газ [467]. Согласно приближению Борна-Оппенгеймера
состояние электронной подсистемы рассчитывается при неподвижных ионах. Для
этого, как правило, используется ячейка с периодическими (блоховскими) гранич
ными условиями. Полученная функция электронной плотности определяет силы,
действующие на ионы в дополнение к их кулоновскому отталкиванию. Значения
этих сил используются в уравнениях классической МД (1.25) для обновления
положения ионов, после чего процедура итерационно повторяется.

В первых работах из-за недостатка вычислительной мощности использовал
ся алгоритм “имитации отжига”, в котором релаксация функция электронной
плотности и решение уравнений движения ионов выполнялись совместно (метод
Кара-Паринелло [468]). Позже были реализованы алгоритмы, где минимум энер
гии для электронов достигается на каждомшаге ионной динамики. Для них иногда
используется термин “молекулярная динамика в приближении Борна-Оппенгей
мера” (Born–Oppenheimer MD, BOMD).

Следует подчеркнуть, что в исходной формулировке метода КДМ электрон
ная подсистема, следуя за изменениями положения ионов, всегда находится в
основном состоянии. В случае металлов такое приближение вполне оправдано,
если рассматриваются температуры, значительно ниже температуры Ферми для
электронов проводимости, а заселенность возбужденных состояний на внутрен
них оболочках невелика. При увеличении температуры, во-первых, перестает вы
полняться условие теоремы Хоэнберга-Кона и ТФП теряет свою математическую
строгость, а во-вторых, перестают работать многие псевдопотенциальные модели,
адаптированные лишь для описания электронов внутренних оболочек в основном
состоянии. На заселенность возбужденных уровней может повлиять и увеличение
давления, приводящее к изменению зонной структуры. Данный вопрос является
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особенно важным в случае разогретого плотного вещества и неидеальной плазмы.
Обобщение ТФП на случай ненулевых температур рассмотрено в [469], где

предложено перейти к минимизации функционала свободной энергии Гельмголь
ца. В дальнейшем этот метод получил название квантовой молекулярной дина
мики при конечных температурах (КМД-КТ, Finite-Temperature DFT, FT-DFT).
Именно он, как отмечается в [470], стал наиболее используемым методом ком
пьютерного моделирования разогретого плотного вещества. С его помощью ис
следованы ударные адиабаты и уравнение состояния, включая область предпо
лагаемого фазового перехода, проводимость и отражательная способность в во
дороде [133, 134, 141, 143, 145, 159, 471–473], дейтерии [128, 133, 134, 474, 475],
ксеноне [102–104] и других веществах. Кроме того, в разделе 1.1.2 уже упоми
нались работы по моделированию вещества в недрах планет солнечной системы,
выполненные этим методом [40–42].

Метод ТФП позволяет рассматривать и неизотермические системы, в кото
рых температура электронов существенно отличается от температуры ионов [476–
480]. Как отмечалось в разделе 1.1.7, такие состояния возникают при воздействии
коротких лазерных импульсов на вещество.Моделирование методом ТФПуказало
здесь на интересный эффект: при возбуждении электронной подсистемы стабиль
ность ионной решетки может как уменьшаться, так и возрастать.

Неточность псевдопотенциальной модели становится существенной при по
вышении температуры до нескольких электрон-вольт. Например, в [478, 481] вы
явлены значимые различия между расчетами с помощью полноэлектронной (пакет
FP-LMTO) и псевдопотенциальной (пакет VASP) моделей для алюминия, калия и
вольфрама при 𝑇 ≳ 5 эВ, а также при увеличении плотности.

При температурах свыше 10 эВ расчеты обычным методом КМД становятся
слишком сложными с вычислительной точки зрения из-за необходимости учета
большого количества возбужденных состояний электронов (время ортогонализа
ции базиса растет как число состояний в кубе), а применение псевдопотенциалов
— все менее обоснованным. Для моделирования таких состояний был предложен
вариант метода “без орбиталей” (Orbital Free DFT, OFDFT), в котором электрон
ная подсистема моделируется в рамках приближения Томаса-Ферми с обменно–
корреляционными поправками, а динамика ионов рассчитывается так же, как в



83

исходном варианте КМД [482–485]. Этот подход хорошо работает в тех случаях,
когда оболочечной структурой атомов можно пренебречь.

Расчет проводимости, диэлектрической проницаемости и отражательной спо
собности в методе КМД, как правило, основан на теории линейного отклика и
формуле Кубо-Гринвуда [102, 479, 486–488]. В [103, 104, 145] обсуждаются также
поправки к продольной компоненте диэлектрической проницаемости, связанные
с нелокальностью используемых в КМД псевдопотенциалов.

В исходном уравнении Кона-Шэма и рассмотренных его модификациях
внешний потенциал 𝑉ext(r) не зависит от времени, т.е. динамика электронов в
явном виде не рассматривается — электронная подсистема всегда находится в
состоянии локального равновесия. Обобщение уравнения Кона-Шэма на случай
зависящего от времени потенциала 𝑉ext(r, 𝑡) было выполнено в работе Рунге и
Гросса [489], что привело к созданию динамического варианта метода, основан
ного на ТФП (КМД-ЗВ, Time-dependent DFT, TD-DFT). Этот метод оказался вос
требованным для изучения спектров поглощения атомов и молекул, кинетики хи
мических реакций и других процессов, где возбужденные состояния электронов
играют существенную роль [490].

Поскольку вычислительная сложность КМД-ЗВ существенно выше, чем для
обычной КМД, его применение ограничено небольшими системами, содержащим
десятки атомов, а также временами 10-100 фс. В физике неидеальной плазмы и
разогретого плотного вещества этот метод применяется, например, для модели
рования первичной ионизации нанокластеров, состоящих из нескольких десятков
атомов, и формирования кластерной наноплазмы [491,492], а также для исследо
вания торможения ионов в плазме [493].

В целом возможности методов, основанных на ТФП, покрывают большой
участок фазовой диаграммы. Их основное преимущество перед классическими
МД и МК — это высокая точность описания квантово-механических эффектов:
связанных состояний и вырождения электронов. Однако, в применении к задачам
неидеальной электрон–ионной плазмы они ограничены областью температур до
∼ 10 эВ и плотностью, близкой к твердотельной. Недостатком метода КМД яв
ляется также высокая вычислительная сложность по сравнению с классической
МД, что связано с асимптотической зависимостью времени выполнения расчета
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от числа частиц 𝑡 ∼ 𝑂(𝑁 3). В настоящее время типичными являются расчеты с
несколькими тысячами атомов для КМД. Исходная формулировка ТФП не поз
воляет рассматривать динамику электронов, а модификация КМД-ЗВ, в которой
это возможно, обладает еще более низкой скоростью вычислений.

1.3.5. Методы Монте-Карло в терминах интегралов по траекториям

Как было показано в предыдущем разделе, точность расчетов, основанных на
ТФП, ухудшается по мере увеличения температуры и перехода от вырожденного
электронного газа в разогретом плотном веществе к слабовырожденной элек
трон–ионной плазме. Для расчета равновесных свойств таких систем “из первых
принципов” может быть использован метод Монте-Карло в терминах интегралов
по траекториям (МКИТ, Path Integral Monte-Carlo, PIMC), который так же, как и
метод функционала плотности, получил широкое распространение за последние
40 лет.

Этот метод оказался наиболее успешным для описания систем многих частиц
с бозе-статистикой [494–496]. Его адаптация для систем фермионов оказалось
более сложной, однако по мере развития вычислительной техники такие расчеты
также стали возможными. Чтобы упростить изложение, рассмотрим основную
идею этого метода на примере частиц без спина [31].

В координатном представлении статистическая сумма системы 𝑁 частиц с
координатами R = {r1, . . . , r𝑁} может быть записана как

𝑍 =

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R
⟨︀
R
⃒⃒
e−𝛽�̂�

⃒⃒
R
⟩︀
, (1.37)

где �̂� — оператор Гамильтона, 𝜌 = e−𝛽�̂� — оператор матрицы плотности,
𝛽 = 1/(𝑘B𝑇 ). Другие термодинамические функции получаются путем диффе
ренцирования 𝑍 по переменным 𝛽 и 𝑉 [494]. Основной проблемой здесь явля
ется вычисление матричного элемента

⟨︀
R
⃒⃒
e−𝛽�̂�

⃒⃒
R
⟩︀
, в котором части оператора

�̂� = �̂� + 𝑉 , соответствующие кинетической �̂� и потенциальной энергии 𝑉 , не
коммутируют.

Решением этой проблемы является использование высокотемпературного
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приближения, в котором условие коммутации выполняется e−𝛽�̂� ≈ e−𝛽�̂�e−𝛽�̂� ,
а для матричных элементов

⟨︀
R
⃒⃒
e−𝛽�̂�

⃒⃒
R
⟩︀
и
⟨︀
R
⃒⃒
e−𝛽�̂�

⃒⃒
R
⟩︀
могут быть получены

аналитические выражения, становящиеся точными в пределе 𝛽 → 0 [142, 497].
Для перехода к высокотемпературному пределу используется групповое

свойство операторов

exp(−𝛽�̂�) = exp(−Δ𝛽�̂�) . . . exp(−Δ𝛽�̂�)⏟  ⏞  
𝑛

, (1.38)

гдеΔ𝛽 = 𝛽/𝑛, а 𝑛— параметр модели. Негативным следствием этого преобразо
вания является увеличение размерности интеграла (1.37):

𝑍 =

∫︁
𝑑R(1) . . . 𝑑R(𝑛)

⟨︀
R(1)

⃒⃒
e−Δ𝛽�̂�

⃒⃒
R(2)

⟩︀
. . .
⟨︀
R(𝑛)

⃒⃒
e−Δ𝛽�̂�

⃒⃒
R(1)

⟩︀
, (1.39)

однако это не является препятствием для применения алгоритма Метрополиса,
хорошо подходящего для вычисления многомерных интегралов (см. раздел 1.3.1).

Выражение (1.39) является аналогом использованияфеймановскойформули
ровки квантовой механики [498], в которой статистическая сумма представляется
в форме континуального интеграла по траекториям, проходящим через после
довательность координат {R(1), . . . ,R(𝑛)}. Переход к континуальному интегралу
в данном случае обеспечивается устремлением 𝑛 к бесконечности. Величину 𝑖𝛽
можно также рассматривать как мнимое время, тогда разложение (1.38) соответ
ствует разбиению интервала 0 < 𝜏 < 𝑖𝛽 с шагом Δ𝜏 = 𝑖Δ𝛽.

При моделировании неидеальной электрон–ионной плазмы методом МКИТ,
ионы обычно рассматриваются как классические частицы, а статистическая сум
ма для электронного газа определяется выражением (1.39), модифицирован
ным с учетом антисимметрии волновой функции электронов. Для системы из
𝑁e = 𝑁 ↑e +𝑁 ↓e электронов, имеющих проекции спина вверх и вниз, соответствен
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но, оно принимает вид

𝑍 =
1(︀

𝑁 ↑e !𝑁
↓
e !
)︀𝑛 ∫︁ 𝑑R(1) . . . 𝑑R(𝑛)

×
𝑛∏︁

𝑖=1

⎡⎣∑︁
𝜎↑
𝑖 ,𝜎

↓
𝑖

sign(𝜎↑𝑖 ) sign(𝜎
↓
𝑖 )
⟨︀
R(𝑖)

⃒⃒
e−Δ𝛽�̂�

⃒⃒
𝑃𝜎↑

𝑖
𝑃𝜎↓

𝑖
R(𝑖+1)

⟩︀⎤⎦ , (1.40)

где 𝜎↑𝑖 и 𝜎↓𝑖 обозначают все возможные наборы проекций спинов, 𝑃𝜎↑
𝑖
и 𝑃𝜎↓

𝑖
—

операторы перестановки частиц, аR(𝑛+1) заменяется наR(1).
Алгоритм расчета статистической суммы (1.40) был предложен в [494, 499].

В отличие от классическогоМК в методеМКИТ вводится два типа шагов: а) изме
нение координаты частицы r

(𝑖)
𝑗 ; б) перестановка координат r(𝑛)𝑗 и r(𝑛)𝑘 . Вероятности

перехода вычисляются на основе модуля подынтегрального выражения (1.40), так
как само это выражение является знакопеременным. С этим связана так назы
ваемая проблема знаков: попытка использования здесь алгоритма Метрополиса
приводит к экспоненциальному росту погрешности определения статистических
средних с ростом числа частниц [500,501].

Проблема знаков является серьезным препятствием на пути практического
применения методаМКИТ, особенно при низких температурах и больших плотно
стях (высокой степени вырождения электронов). Одно из ее решений предложено
в [499], где сумма по знакопеременным членам заменяется детерминантом матри
цы перестановок, хотя этот метод дополнительно увеличивает объем вычислений
на каждом шаге. В некоторых работах этот вариант метода называется прямым
МКИТ (Direct PIMC, DPIMC). С его помощью исследовались, например, уравне
ния состояния плотного водорода, дейтерия и гелия [497,502,503], а также фазо
вый переход в ударно-сжатом водороде [140,142]. В [164] описано использование
МКИТ совместно с вигнеровской квантовой динамикой для расчета проводимости
плазмы.

Другим решением проблемы знаков является модификация метода МКИТ,
в которой пространство координат R разделяется на области положительно и от
рицательно определенной матрицей плотности в зависимости от начальной кон
фигурации R(0), а суммирование выполняется только по одной из этих обла



87

стей [496, 504]. Этот метод получил название МКИТ с ограничениями (Restricted
PIMC, RPIMC) и использован, например, в [505,506] для моделирования плотного
водорода и дейтерия, а также получил некоторое усовершенствование в рабо
те [507]. Однако, как показано в [31], применение МКИТ с ограничениями может
вносить непредсказуемую погрешность в результат вычислений из-за менее ре
презентативной выборки начальных точекR(0).

В [31] приведен подробный обзор этой и других модификаций методаМКИТ.
В [508] приводится сопоставление результатов, полученных методами МКИТ и
КДМ для широкого круга веществ.

В заключение отметим, что в отличие от ТФП исходный метод МКИТ не
содержит дополнительных приближений и в пределе 𝑛→∞ является точным. Он
имеет ограничения по температуре 𝑇 ≳ 1 эВ, так как в при меньших 𝑇 его вы
числительная сложность существенно возрастает, в противоположность методам,
основанным на ТФП, которые хорошо работают как раз в области низких темпера
тур. Вычислительная сложность МКИТ сильно зависит от числа частиц, поэтому
он применяется в основном для моделирования наиболее легких элементов — во
дорода, дейтерия и гелия, а число электронов в расчетах не превышает 𝑁𝑒 ≲ 100.
Тем не менее, в указанной области параметров результаты, полученные методом
МКИТ, обеспечивают наибольшую точность учета квантово-механических эффек
тов, превосходящую точность моделирования методами КМД или классических
МК и МД, поэтому в главе 5 они рассматриваются как эталонные.

Основываясь на алгоритме МД, метод МКИТ предлагается для расчета ис
ключительно равновесных систем. Существует также и метод МД в терминах
интегралов по траекториям (Path Integral Molecular Dynamics, PIMD) [509]. На
данный момент его прямое применение для моделирования неидеальной плазмы
не вполне возможно, однако в [156] описано использование комбинированного
метода PIMD-DFT для исследования фазового перехода в дейтерии.

1.3.6. Метод молекулярной динамики с волновыми пакетами

Обзор численных методов, приведенный в разделах 1.3.1 – 1.3.5, показыва
ет, что моделирование динамических и релаксационных процессов в неидеаль
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ной электрон–ионной плазме в диапазоне температур (5 − 50) · 103 K и кон
центраций электронов 1019 − 1025 см−3 представляет собой довольно сложную
задачу, особенно если требуется рассмотрение систем с относительно большим
числом частиц. Классический и квантовый методы Монте-Карло не позволяют
рассматривать неравновесные системы. Метод классической МД недостаточно
точно описывает образование связанных состояний при низких температурах и
вырождение электронов при высоких плотностях, а используемые в нем псевдо
потенциальные модели, как правило, содержат в качестве параметра температуру
(см. раздел 1.2.2), что делает сомнительным их применимость вдали от состояния
равновесия. Метод квантовой МД на основе ТФП позволяет моделировать лишь
динамику ионов, а его модификация КМД-ЗВ ограничена возможностью расчетов
с малым числом частиц и на коротких временах.

Одним из путей улучшить метод классической МД в области описания кван
тово-механических эффектов без критической потери численной эффективности
является представление электронов в форме волновых пакетов. Эта модифика
ция получила название метода молекулярной динамики с волновыми пакетами
или метода динамики волновых пакетов (МДВП, Wave Packet Molecular Dynamics,
WPMD). В данном разделе приведены лишь основные положения данного метода
и направления его развития, более подробно практика применения МДВП обсуж
дается в главе 5.

Первое упоминание об использовании метода МДВП для моделирования
неидеальной электрон–ионной плазмы можно найти в [378], более подробно этот
метод излагается в [510]. Его идея состоит в параметризации волновой функции
электрона гауссовским волновым пакетом

𝜙(x) =

(︂
3

2𝜋𝑠2

)︂3/4

exp

{︂
−
(︂

3

4𝑠2
− i𝑝𝑠

2ℏ𝑠

)︂
(x− r)2 +

i

ℏ
p · (x− r)

}︂
, (1.41)

где зависящими от времени параметрами являются: положение центра пакета r(𝑡),
его “ширина” 𝑠(𝑡) и сопряженные с ними импульсы p(𝑡), 𝑝𝑠(𝑡).

Многоэлектронная волноваяфункция в простейшем случае может быть пред
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ставлена в виде произведения Хартри

Ψ({x𝑘}) =
𝑁e∏︁
𝑘=1

𝜙(x𝑘). (1.42)

Динамика электронов определяется эволюцией параметров волновых паке
тов со временем, которую можно получить из вариационного принципа

𝛿

𝑡∫︁
0

⟨
Ψ

⃒⃒⃒⃒
𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
− �̂�

⃒⃒⃒⃒
Ψ

⟩
𝑑𝑡 = 0. (1.43)

Как показано в [511,512], для определенного класса потенциалов взаимодействия,
включая кулоновский, уравнения эволюции параметров волновых пакетов имеют
вид уравнений Гамильтона

𝑑r𝑘
𝑑𝑡

=
𝜕𝐻

𝜕p𝑘
,

𝑑p𝑘

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻

𝜕r𝑘
,

𝑑𝑠𝑘
𝑑𝑡

=
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑠𝑘
,

𝑑𝑝𝑠𝑘
𝑑𝑡

= −𝜕𝐻
𝜕𝑠𝑘

, (1.44)

где 𝐻 = ⟨Ψ| �̂� |Ψ⟩. Ионы в данной модели в силу их относительно большой
массы считаются классическими частицами, для которых решаются уравнения
движения (1.25).

Использование гауссовской формы волнового пакета (1.41) позволяет по
лучить достаточно простые аналитические выражения для функции 𝐻 (см. раз
дел 5.1). Таким образом, методМДВПс вычислительной точки зрения оказывается
практически эквивалентным классическойМДи позволяет проводить расчеты для
десятков тысяч частиц.

Аналогично методу динамики волновых пакетов может быть построен метод
Монте-Карло для волновых пакетов (МКВП) на основе алгоритма Метрополи
са (1.23), где вместо энергии (1.24) используется функция 𝐻 . Этот метод мо
жет применяться для исследования равновесных систем, в частности, построения
уравнений состояния неидеальной плазмы или расчета бинарных корреляционных
функций.

Кулоновское взаимодействие электронов и ионов в операторе �̂� не требует
отсечки на малых расстояниях, так как для ненулевой ширины пакета 𝑠 устра
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няется расходимость потенциальной энергии в нуле. Таким образом, исходная
формулировка метода МДВП не содержит подгоночных и иных параметров, а
суть используемого приближения полностью определяется формой волнового па
кета (1.41) и способом построения многоэлектронной волновой функции (1.42).

Данный метод был использован в [505, 510, 513–518] для моделирования
неидеальной плазмы водорода в диапазоне температур 300− 2 · 105 K. В [513,516]
показано хорошее согласие бинарных корреляционных функций, определенных
методами МДВП и КМД для 𝑇 ⩾ 2000 K, в [514, 515] с помощью МВДП рас
смотрен процесс установления ионизационно-рекомбинационного равновесия и
отмечается неплохое согласие полученной степени ионизации с аппроксимацией
Паде, в [505] сопоставлены результаты МДВП и МКИТ для уравнения состояния
ударно-сжатого водорода, в [518] обнаружено, что метод МДВП лучше, чем клас
сическаяМД, воспроизводит высокочастотнуючасть динамического структурного
фактора в сравнении с теоретической асимптотикой для кулоновского взаимодей
ствия. Однако, эти работы выявили и основные проблемы метода: неограниченное
уширение (“расплывание”) волновых пакетов для свободных электронов, недоста
точно точное описание низколежащих связанных состояний и отсутствие учета
многочастичных квантовых эффектов. Рассмотрим эти проблемы подробнее.

Метод МДВП позволяет описывать как связанные, так и свободные состоя
ния электронов, без явного разделения их, свойственного, например, химической
модели. Однако, при использовании традиционных для семейства методов МД
периодических граничных условий ширина волнового пакета, не локализованного
в области притяжения ионов, неограниченно возрастает со временем [514]. Это, с
одной стороны, является прямым следствием квантово-механических уравнений
движения, но с другой стороны, представляет серьезную трудность для практиче
ской реализации метода. В системе с относительно малой концентрацией зарядов
𝑛e < 1020 см−3 и высокой температурой 𝑇 > 3 · 104 K ширины большинства
волновых пакетов за короткое время достигают размеров расчетной ячейки, что
фактически превращает систему в однокомпонентную плазму ионов на фоне “рас
плывшихся” делокализованных электронов. Зависимость средней ширины волно
вых пакетов от температуры и плотности плазмы представлена в [505].

Для решения этой проблемы в [516] было предложено добавить в гамильтони
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ан𝐻 дополнительное слагаемое 9ℏ2𝑠2𝑘/(8𝑚e𝑠
4
0), где 𝑠0 —параметр, определяющий

среднююширину пакетов для свободных электронов. Авторы [518] предлагали ис
пользовать значение 𝑠0 = 0.64𝜆th, где 𝜆th = ℏ/

√︀
𝑚e𝑘B𝑇 = 𝜆e/

√
2𝜋. В результате

добавления этого слагаемого ширина волнового пакета свободного электрона дей
ствительно оказывается ограниченной, однако выражение для 𝑠0 снова возвращает
нас к проблеме зависимости микроскопического потенциала взаимодействия от
температуры. Подробнее этот метод обсуждается в разделе 5.1. В [311] показано,
что аналогичный результат может быть получен без изменения гамильтониана, а
лишь добавлением в пробную функцию (1.41) мнимого члена, пропорционального
𝑖(x− r)4/𝑠, однако по сути это не решает указанной выше проблемы.

Проблема описания связанных состояний электронов состоит в том, что
функция (1.41) недостаточно точно воспроизводит волновую функцию электро
на в основном или возбужденных состояниях атомов или молекул. Так, например,
минимальная энергия системы электрон–ион в методеМДВП достигается приши
рине волнового пакета 1.628 𝑎B и составляет−11.55 эВ, что на 15% выше энергии
основного состояния атома водорода−13.61 эВ. Энергия диссоциации модельной
молекулы водорода в МДВП оказывается равной 2.91 эВ, что на 36% отличается
от экспериментального значения 4.52 эВ. Эти отличия имеют значение при отно
сительно низких температурах плазмы, где доля связанных состояний электронов
высока.

Естественным решением здесь является увеличение числа параметров вол
нового пакета. В работах [519, 520], где с использованием МДВП исследовалась
туннельная ионизация атомов водорода из основного состояния под воздействием
короткого лазерного импульса, были предложены волновые пакеты эллиптической
формы, а также линейная комбинация функций Гаусса-Эрмита. Это позволило
повысить точность описания основного состояния, однако и внесло усложнения в
численную модель.

Наконец, еще одним недостатком исходной формулировки метода МДВП
является отсутствие учета многочастичных квантовых эффектов, таких как вы
рождение электронного газа и обменно-корреляционное взаимодействие. Для ре
шения этой проблемы было предложено несколько решений. Одно из них заклю
чается в представлении многочастичной волновой функции в виде произведения
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функций для электронов с проекцией спина вверх и вниз

Ψ({x𝑘}) = Ψ↑({x𝑘})Ψ↓({x𝑘}), (1.45)

с последующей антисимметризацией каждой из них

Ψ↑↓({x𝑘}) =
1√︁

𝑁 ↑↓e ! det(O)

∑︁
𝜎∈𝒫

sign(𝜎)

𝑁↑↓
e∏︁

𝑘=1

𝜙𝜎𝑘
(x𝑘), (1.46)

где O — матрица перекрытий 𝑜𝑘𝑙 = ⟨𝜙𝑘|𝜙𝑙⟩, 𝑁 ↑↓e — количество электронов с
проекцией спина вверх или вниз (обычно 𝑁 ↑e = 𝑁 ↓e = 𝑁e/2), 𝒫 — множество
перестановок порядка𝑁 ↑↓e . Проекция спина для каждого электрона определяется
изначально и не изменяется в процессе расчета.

Математический аппарат для этой модели изложен в [521], а реализация ал
горитма для моделирования неидеальной плазмы описана в [517]. Полученный
метод МДВП с антисимметризацией (МДВПА) позволяет отчасти учесть эффек
ты вырождения электронов и обменного взаимодействия, однако для сохранения
нормировки полной волновой функции теперь на каждом шаге моделирования
требуется расчет норм-матрицы

N𝑞𝑎,𝑞𝑏 =
𝜕

𝜕𝑞*𝑎

𝜕

𝜕𝑞𝑏
ln⟨Ψ(q)|Ψ(q)⟩, (1.47)

где q = {r𝑘(𝑡), 𝑠𝑘(𝑡),p𝑘(𝑡), 𝑝𝑠𝑘(𝑡)}— вектор параметров волновых пакетов, а ин
дексы 𝑎, 𝑏 с учетом 8-ми скалярных параметров на электрон пробегают значения
1 . . . 8𝑁 ↑↓e . Уравнения изменения параметров волновых пакетов со временем (ана
лог уравнений движения (1.44)) в матричной форме принимают вид

𝑑q

𝑑𝑡
= N−1

𝜕𝐻

𝜕q
. (1.48)

Недостаток этого метода состоит в том, что расчет матричных элементов
𝐻 = ⟨Ψ| �̂� |Ψ⟩ и их производных, вычисление норм-матрицы, а также ее инвер
тирование, как будет показано в разделе 5.3, требуют больших вычислительных
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затрат. Тем не менее, в [517, 522, 523] этим методом удалось провести моделиро
вание плотного водорода, хотя впоследствии оказалось, что полученные резуль
таты для адиабаты Гюгонио разошлись с основным набором экспериментальных
данных и расчетами, выполненными более точными квантово-механическими ме
тодами [524]. Возможно, эти различия связаны с искусственным ограничением
ширины волновых пакетов, о котором было сказано выше.

Необходимость создания более эффективного с вычислительной точки зре
ния алгоритма, который учитывал бы многочастичные квантовые эффекты, при
вела к созданию метод силового поля для электронов (СПЭ, Electron Force Field,
eFF) [525, 526]. По сути этот метод является модификацией исходного алгорит
ма МДВП, в котором к энергии парного взаимодействия электронов добавляется
поправка, отвечающая за учет обменно-корреляционного взаимодействия. Эта по
правка рассчитывается отдельно для сонаправленных 𝐸↑↑ и разнонаправленных
𝐸↑↓ проекций спинов взаимодействующих электронов, которые так же, как и в
методе МДВПА, присваиваются электронам в начале расчета

𝐸↑↑𝑘𝑗 =

(︃
𝑆2
𝑘𝑗

1− 𝑆2
𝑘𝑗

+ (1− 𝜌)
𝑆2
𝑘𝑗

1 + 𝑆2
𝑘𝑗

)︃
Δ𝑇𝑘𝑗,

𝐸↑↓𝑘𝑗 = 𝜌
𝑆2
𝑘𝑗

1 + 𝑆2
𝑘𝑗

Δ𝑇𝑘𝑗,

Δ𝑇𝑘𝑗 =
ℏ2

𝑚e

[︃
3

6

(︃
1

𝑠2𝑘
+

1

𝑠2𝑗

)︃
−

6(𝑠2𝑘 + 𝑠2𝑗)− 4𝑟2𝑘𝑗
(𝑠2𝑘 + 𝑠2𝑗)

2

]︃
,

𝑆𝑘𝑗 =

(︂
2

𝑠𝑘/𝑠𝑗 + 𝑠𝑗/𝑠𝑘

)︂3/2

exp

[︃
−

𝑟2𝑘𝑗
𝑠2𝑘 + 𝑠2𝑗

]︃
, (1.49)

где 𝜌 = 0.2— параметр модели, 𝑠𝑘 = 0.9
√︀

4/3 𝑠𝑘, 𝑟𝑘𝑗 = 1.125|𝑟𝑘 − 𝑟𝑗|.
Эта модель является менее точной чем МДВПА, так как остается в рамках

приближения парного взаимодействия и, кроме того, содержит ряд подгоночных
параметров. В то же время быстродействие данного метода сравнимо с быстродей
ствием МДВП без антисимметризации, так как уравнения движения сохраняют
исходный вид ((1.44)) и не требуется трудоемкого вычисления норм-матрицы. За
счет вариации параметров и введения различного типа волновых пакетов для s
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и p оболочек метод СПЭ может использоваться для достаточно широкого ряда
химических элементов, тогда как МДВП/МДВПА на данный момент редко при
меняется для элементов тяжелее гелия. Популярность этой модели также связана
с ее интеграцией в популярный пакет МД моделирования LAMMPS [527]. С ее по
мощью, например, в [528] исследовался фазовый переход в водороде при высоких
давлениях с учетом неравновесных состояний.

Несмотря на описанные недостатки, семейство методов МДВП имеет оче
видные преимущества по сравнению с классической МД и другими описанными
ранее методами моделирования неидеальной плазмы. В главе 5 рассмотрены спо
собы преодоления каждого из описанных недостатков метода МДВП, а также
предложена новая модификация этого метода, которая включая в себя расчет
обменно-корреляционной энергии на основе ТФП.

1.4. Выводы к первой главе

Исследования неидеальной электрон–ионной плазмы и разогретого плотно
го вещества необходимы для понимании процессов в естественных условиях и
лабораторных исследованиях, связанных с получением экстремальных состояний
веществ при высоких температурах и давлениях. На данный момент накоплен
большой массив экспериментальных данных, полученных из наблюдений за аст
рофизическими объектами, экспериментов по воздействию на конденсированные
и газовые мишени мощных ударных волн, взаимодействию фемтосекундных ла
зерных импульсов и потоков заряженных частиц с конденсированнымимишенями,
в том числе нанометрового размера, сжатию вещества в алмазных наковальнях,
электровзрыву проводников, изучению электрических разрядов в вакууме и в
плотных средах, созданию ультрахолодной плазмы и др. Отдельное место зани
мают исследования неидеальной плазмы водорода и гелия, однако даже для этих
простых веществ разработка теоретических моделей сталкивается с существен
ными трудностями, связанными с а) учетом столкновений частиц с рассеянием на
большие углы (сильных столкновений), б) описанием коллективных эффектов дви
жения частиц в условиях неидеальности плазмы, в) учетом эффектов частичного
вырождения электронного газа и других многочастичных квантовых эффектов,
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г) описанием связанных состояний электронов и ионов, процессов ионизации и
рекомбинации с учетом фактического распределения микрополей в плазме.

Для решения указанных задач большое значение играет развитие методов
компьютерного моделирования, основанных на современных представлениях о
строении вещества и моделях межчастичного взаимодействия. Среди них можно
выделить методы атомистического моделирования, основанные на непосредствен
ном расчете движения атомов, молекул, электронов и ионов. В их числе методы
классической молекулярной динамики и Монте-Карло с различными модифика
циями, метод квантовой молекулярной динамики, основанный на теории функци
онала плотности, метод Монте-Карло в терминах интегралов по траекториям, а
также метод молекулярной динамики с волновыми пакетами.

Каждый из этих методов имеет определенную область применения и не
является универсальным. Например, методы классической МД и МК позволя
ют моделировать относительно большие области плазмы, исследовать простран
ственно неоднородные и неравновесные среды, хорошо подходят для описания
коллективных процессов, таких как плазменных волны и колебаний в простран
ственно-ограниченной плазме. В то же время они недостаточно точно описывают
квантово-механические эффекты образования связанных состояний, вырождения
электронного газа и обменно-корреляционного взаимодействия. Кроме того, они
базируются на псевдопотенциальной модели, которая во многих случаях являет
ся слишком грубым приближением для описания взаимодействия частиц. В свою
очередь метод квантовой МД хорошо описывает конденсированные состояния и
разогретое плотное вещество, но плохо применим в области разреженной плазмы
и высоких температур, а также не предназначен для моделирования совместной
динамики электронов и ионов. Метод МКИТ обладает высокой точностью мо
делирования термодинамических свойств равновесной электрон–ионной плазмы
и практически не содержит априорных параметров, т.е. является в наибольшей
степени первопринципным, однако он обладает большой вычислительной сложно
стью, не позволяет использовать большое число частиц и моделировать неравно
весные состояния. Таким образом, дальнейшее развитие методов компьютерного
моделирования неидеальной электрон–ионной плазмы представляется актуальной
задачей.
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Глава 2

Динамическая проводимость неидеальной
электрон–ионной плазмы

Проводимость и связанная с ней диэлектрическая проницаемость являются
важными характеристиками плазменных сред, поскольку они определяют погло
щение и отражение излучения, которое может использоваться как для нагрева
плазмы, так и в диагностических целях. Кроме того, эти величины содержат ин
формацию о колебательных и столкновительных процессах в плазме.

В данном разделе обсуждаются особенности расчета статической и динами
ческой проводимости неидеальной электрон-ионной плазмы методом классиче
ской молекулярной динамики. При этом большое внимание уделяется методиче
ским вопросам использования различных типов граничных условий, определения
“внешней” и “внутренней” проводимости, влиянияформы потенциала межчастич
ного взаимодействия. РезультатыМД расчетов сопоставляются с различными тео
ретическими и экспериментальными работами.

2.1. Статическая проводимость

2.1.1. Теоретические модели статической проводимости неидеальной плазмы

Выражение для проводимости идеальной (дебаевской) плазмы в статическом
пределе, связывающей плотность тока с постоянным электрическим полем, при
ложенным к среде, получено в теоретических работах Ландау и Спитцера [89,108]

𝜎LSdc =
4
√
2

𝜋3/2
(𝑘B𝑇 )

3/2

𝑍𝑒2𝑚1/2Λ
, (2.1)

где кулоновский логарифм Λ определяется отношением максимального и ми
нимального углов рассеяния или межчастичных расстояний, выбранных в каче
стве пределов интегрирования при определении транспортного сечения рассея
ния электронов на ионах. В [89] в качестве таких расстояний при температурах



97

𝑘B𝑇 ≪ 𝑚e𝑒
4/(3ℏ2) предлагается использовать дебаевский радиус и длину Ландау

Λ = ln(𝑟D/𝑟L) =
1
2 ln(1/(6Γ

3)).
Выражение (2.1) получено в приближении лоренцевой плазмы, в которой

электрон–электронные столкновения не учитываются, а электрон–ионные столк
новения считаются слабыми (с рассеянием на малые углы). Кроме того, не учи
тывается влияние связанных состояний электронов и ионов, а также недебаев
ский характер экранировки частиц в неидеальной плазме (выражение 𝑟D/𝑟L при
увеличении плотности становится меньше единицы). Это делает формулу (2.1)
неприменимой при Γ ≳ 0.2.

Теоретическая оценка влияния эффектов неидеальности на статическую про
водимость плазмы выполнена в работах [288–291]. Так [288] использована упро
щенная модель экранированного потенциала взаимодействия

𝑉 src
ei (𝑟) =

{︃
−𝑍𝑒2/𝑟, 𝑟 < 𝑎,

−𝑍𝑒2/𝑎, 𝑟 ≥ 𝑎,
(2.2)

где эффективный радиус экранирования 𝑎 скорректирован с учетом неидеально
сти плазмы. В результате было получено выражение для приведенной статической
проводимости 𝜎/𝜎0, где 𝜎0 — проводимость идеальной плазмы, зависящее толь
ко от безразмерного параметра Γ или 𝑁D, т.е. обладающее свойствами подобия,
которое удовлетворительно описывало экспериментальные данные при 𝑁D ≥ 1.

В [289] рассматривается влияние на проводимость парных электрон-ионных
корреляций, приводящих к образованию атомов в основном и возбужденном со
стоянии, столкновительных комплексов, а также промежуточных квазисвязанных
состояний. В [290, 291] для оценки эффективного радиуса экранирования в по
тенциале (2.2) рассматривается перекрытие “кулоновских воронок” от соседних
ионов и понятие локализованных электронов. Кроме того, проведена оценка вли
яния рассеяния электронов на тепловых плазменных колебаниях. В результате
авторами предложена следующая интерполяционная формула для статической
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проводимости в диапазоне параметра неидеальности 𝛾 = 0.1−1 (Γ = 0.13−1.28):

𝜎VK
dc = 2

(︂
2

𝜋

)︂3/2
(𝑘B𝑇 )

3/2

𝑚1/2𝑒2
𝜎*,

𝜎* =
1− (1− exp(−𝜋2𝛾2)) exp(−2𝛾)

𝛼−1E ln
√︁

9
4𝜋𝛾

3 + 1 + 16𝑏(1 + 𝑏𝛾3/2)/𝜋
, (2.3)

где 𝑏 = 0.17, 𝛼E = 0.582, 𝛾 = (2𝜋/3)−1/3 Γ.
Еще одно теоретическое выражение для проводимости было получено в [293],

где был учтен вклад электрон-электронных столкновений в рамках приближения
Спитцера-Хэрма, а также предложено новое значение кулоновского логарифма
на основе модели [529]. Данная модель была разработана изначально для расчета
силы увлечения ионов в пылевой плазме и учитывает зависимость сечения столк
новения электронов с ионами от распределения скоростей налетающих частиц.
Окончательное выражение в безразмерных единицах имеет вид

𝜎Kh
dc

𝜔p
≃ 0.34

Γ3/2Λmod
, Λmod = 3

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑥7e−𝑥
2

𝑑𝑥

ln
(︁
1 + 2𝑥2√

3Γ3

)︁
⎞⎠−1 . (2.4)

Взаимодействие электронов с ионами в данной модели считалось кулоновским,
квантовые поправки не учитывались.

Проводимость неидеальной плазмы исследовалась также на основе обобщен
ной теории линейного отклика и аппарата функций Грина с учетом корреляций
частиц (плазменного микрополя), сильных столкновений и вырождения электрон
ного газа при высоких плотностях [279,280]. На основе этоймодели была получена
еще одна интерполяционная формула [285], связывающая между собой аналити
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ческие решения для различных предельных случаев

𝜎ERRdc = 𝑎0𝑇
3/2

(︂
1 +

𝑏1
Θ3/2

)︂[︂
𝐷 ln(1 + 𝐴+𝐵)− 𝐶 − 𝑏2

𝑏2 + ΓΘ

]︂−1
,

𝐴 = Γ−3
1 + 𝑎4/Γ

2Θ

1 + 𝑎2/Γ2Θ+ 𝑎3/Γ4Θ2

[︁
𝑎1 + 𝑐1 ln(𝑐2Γ

3/2 + 1)
]︁2
,

𝐵 = 𝑏3(1 + 𝑐3Θ)/ΓΘ/(1 + 𝑐3Θ
4/5) ,

𝐶 = 𝑐4/(ln(1 + Γ−1) + 𝑐5Γ
2Θ) ,

𝐷 = (Γ3 + 𝑎5(1 + 𝑎6Γ
3/2))/(Γ3 + 𝑎5) . (2.5)

Входными данными для этой формулы являются безразмерные параметры неиде
альности Γ и вырождения Θ, а также температура 𝑇 в Кельвинах, результат выра
жается в (Ом·м)−1. Набор аппроксимационных параметров задается величинами
𝑎0 = 0.03064, 𝑎1 = 1.1590, 𝑎2 = 0.698, 𝑎3 = 0.4876, 𝑎4 = 0.1748, 𝑎5 = 0.1,
𝑎6 = 0.258, 𝑏1 = 1.95, 𝑏2 = 2.88, 𝑏3 = 3.6, 𝑐1 = 1.5, 𝑐2 = 6.2, 𝑐3 = 0.3, 𝑐4 = 0.35,
𝑐5 = 0.1.

В пределе низкой плотности формула (2.5) переходит в выражение (2.1), а в
пределе вырожденной плазмы— в формулу Займана для металлов [294], однако в
промежуточной области, особенно при больших значениях Γ, аналитические рас
четы носят довольно приближенный характер, поэтому здесь важнуюинформацию
для проверки этой формулы может дать компьютерное моделирование.

2.1.2. Расчет статической проводимости на основе МД моделирования

Для невырожденной плазмы, как было отмечено ранее, наиболее простым и
эффективным методом моделирования динамики электронов и ионов в неидеаль
ной плазме является классическаяМД. Ниже будет показано, что при подходящем
выборе потенциала взаимодействия, классическая МД дает неплохой результат и
для плазмы формально за границей вырождения.

Для расчета проводимости методом МД обычно используется теория ли
нейного отклика. Этот метод описан еще в первых работах по МД моделирова
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нию [356,362]. Сначала рассчитывается автокорреляционная функция тока (АФТ)

𝐾𝑗𝑗(𝑡) =
⟨j(𝑡) j(0)⟩
⟨j2⟩

, j(𝑡) =
1

𝐿3

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖v𝑖(𝑡), (2.6)

где v𝑖 и 𝑞𝑖 — скорости и заряды частиц (электронов и ионов), j — суммарная
плотность тока, 𝐿 — длина стороны кубической расчетной ячейки, 𝑁 = 𝑁e +

𝑁i. Усреднение выполняется по начальным моментам времени j(0), причем, как
правило, с перекрытием временных интервалов для параллельно рассчитываемых
корреляторов. Также возможно усреднение по независимым МД траекториям.

Статическая проводимость определяется интегрированием АФТ для проек
ции плотности тока 𝑗𝑧 по времени:

𝜎MD
dc = 𝛽𝐿3

∞∫︁
0

⟨𝑗𝑧(𝑡), 𝑗𝑧(0)⟩ 𝑑𝑡 =
𝜔2
p

4𝜋

∞∫︁
0

𝐾𝑗𝑗(𝑡) 𝑑𝑡. (2.7)

Здесь использовано выражение для среднего значения тока с учетом анизотропии
плазмы

⟨𝑗𝑧(𝑡), 𝑗𝑧(0)⟩ = 1

3
⟨j(𝑡) j(0)⟩ ,

⟨︀
j2
⟩︀
=

3𝜔2
𝑝

4𝜋𝐿3𝛽
. (2.8)

В [95,443] и других работах показывается, что результатыМДмоделирования
для АФТ в области слабонеидеальной плазмы Γ < 1 хорошо аппроксимируются
экспоненциальной зависимостью𝐾𝑗𝑗(𝑡) = e−𝜈𝑡. Эта модель соответствует извест
ной формуле Друде (1.6). К примеру, на ее основе в [443] из результатов МД мо
делирования ультрахолодной плазмы получено полуэмпирическое соотношение
𝜈 ≈ 0.37Γ, которое затем используется для расчета коэффициентов преломления,
поглощения и отражения лазерного излучения. Однако, мы не будем пользовать
ся этим упрощением, т.е. интегрирование в (2.7) будет выполняться численно на
основе фактических результатов МД.

Здесь и далее в данной главе рассматривается моделирование системы элек
тронов и однократно заряженных ионов. Взаимодействие частиц описывается по
тенциалом Кельбга с учетом усреднения по спинам (1.18). Ранее было показано,
что масса ионов достаточно слабо влияет на проводимость плазмы при отноше
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нии масс ионов и электронов𝑚i/𝑚e ≳ 100 [95]. В то же время уменьшение массы
ионов увеличивает их тепловую скорость и тем самым улучшает усреднение по
конфигурациям ионов вдоль одной МД траектории, поэтому в описанных ниже
расчетах используется модельное соотношение масс𝑚i/𝑚e = 100.

Для решения уравнений движения (1.25) применяется схема с перешаги
ванием (Leap-frog) второго порядка точности. Шаг интегрирования по времени
выбирается таким образом, чтобы полная энергия системы сохранялась с точно
стью не хуже 0.1 % (более подробно о сохранении энергии см. [388]). При расчете
сил, действующих на частицы, находящиеся в кубической ячейке, применяются
периодические граничные условия (метод ближайшего образа).

Выбор числа частиц определяется в данном случае эффективным радиу
сом экранирования 𝑟scr, который не должен превышать длину стороны расчетной
ячейки 𝐿. Однако, величина 𝑟scr априори неизвестна, поэтому оптимальное число
частиц подбирается, как правило, экспериментально, путем сравнения результа
тов для 𝑁 и 2𝑁 . Выбор слишком большого значения 𝑁 существенно замедляет
работу программы, так как время расчета межчастичных взаимодействий растет
пропорционально𝑁 2. При этомувеличение𝑁 с цельюповышения объема усредне
ний неэффективно, т.к. тот же эффект может быть достигнут увеличением длины
траектории или параллельным расчетом нескольких траекторий, см. [530]. По
дробнее зависимость термодинамических величин от числа частиц обсуждается в
разделе 2.4.

Параметры плазмы, для которых проводилось моделирование, показаны в
таблице 2.1. Для каждого набора параметров приведено также выбранное число
частиц и значениешага интегрирования. Как видно из таблицы, за счет увеличения
𝑟scr при меньшей неидеальности требуется большее 𝑁 . Оптимальное значение
шага по времени зависит от концентрации электронов примерно как Δ𝑡 ∼ 𝑛−𝛼e ,
где 𝛼 = 0.6− 1.

Моделирование начиналось с произвольного распределения частиц в кубиче
ской ячейке. С помощью термостата Ланжевена проводилось термостатирование
системы до достижения равновесия на требуемой температуре 𝑇 . После уста
новления равновесия термостат отключался, и основная часть МД траектории
рассчитывалась для изолированной системы. Полное число шагов на равновесной
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Таблица 2.1. Параметры плазмы и результаты расчета статической проводимости: 𝑇 и 𝑛e — тем
пература плазмы и концентрация электронов, Γ и Θ — параметры неидеальности и вырождения,
𝑁 — суммарное число электронов и ионов, Δ𝑡 — шаг интегрирования по времени, 𝜎/𝜔p —
нормированная статическая проводимость.

№ 𝑇 , 103 K 𝑛e, 1021 см−3 Γ 𝜃 𝑁 Δ𝑡, 10−18 с 𝜎/𝜔p

1 33 0.00385 0.128 317.4 1600 567.5 1.79± 0.12

2 33 0.0308 0.256 79.4 1600 120.4 1.02± 0.07

3 33 0.481 0.64 12.7 500 15.2 0.44± 0.02

4 33 3.85 1.28 3.17 236 4.49 0.31± 0.01

5 33 13.0 1.92 1.41 128 1.17 0.35± 0.01

6 33 30.8 2.56 0.79 128 0.508 0.36± 0.02

7 33 104.0 3.84 0.35 128 0.138 0.79± 0.02

8 33 246.5 5.12 0.20 128 0.0337 1.23± 0.07

части МД траектории составляло (1 − 25) · 106, что соответствует модельному
времени расчета 0.7 пс – 2 нс. Усреднение АФТ (2.6) проводилось по 2 ·103−5 ·105

начальным конфигурациям вдоль траектории, из которых не менее 200 − 5 · 104

статистически независимы. Полученные результаты уточняют и дополняют расче
ты [95], проведенные дляменьшего диапазонаΓ и с меньшим объемом усреднений.

Результаты расчетов статической проводимости показаны в таблице 2.1 и
на рисунке 2.1 вместе с экспериментальным данными и указанными выше теоре
тическими моделями. Экспериментальные точки получены на основе выделения
кулоновской части проводимости, проведенного в [356]. Из рисунка видно, что
формула (2.1) становится неприменимой при Γ > 0.1, а формулы (2.3) – (2.5),
экспериментальные данные, результаты МД моделирования для ультрахолодной
плазмы [438] и настоящей работы достаточно хорошо совпадают друг с другом
в диапазоне Γ = 0.1 − 1. Исключением являются лишь результаты более ранних
расчетов [362], недостаточная точность которых, по-видимому, была связана с
малым объемом статистического усреднения. Сдвиг всего массива эксперимен
тальных данных относительно теоретических оценок (2.3), (2.5) и результатов
моделирования в сторону меньшей проводимости, по мнению авторов [356], мо
жет объясняться неравновесным состояниемплазмыи возбуждениемнадтепловых
плазменных колебаний.
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Рис. 2.1. Статическая проводимость плазмы в зависимости от параметра неидеальности. Теоре
тические кривые: 1 — формула Ландау-Спитцера (2.1), 2 — интерполяционная формула (2.5), 3
— интерполяционная формула (2.3), 4 — теоретическая модель (2.4); экспериментальные данные:
● — [531], ✕ — [85], ■ — [532], ▲ — [533], ▼ — [534]; результаты МД моделирования: ◇— [362],
△— [438], ✩ — настоящая работа (потенциал (1.18), 𝑇 = 33000 K).

В области Γ > 1 большое значение начинают играть квантовые эффекты
электрон–ионного взаимодействия, а также эффекты вырождения электронного
газа (параметр вырождения 𝜃 для выбранной температуры 𝑇 = 33000 K достига
ет единицы при Γ = 2.39). Следствием этого являются различия между кривой
2 и кривыми 3, 4 на рисунке 2.1, так как модели, соответствующие кривым 3,
4, не учитывает указанные квантовые эффекты. По той же причине, по-видимо
му, различаются результаты МД моделирования ультрахолодной плазмы [438],
где использовался глубокий кулоновский потенциал, и настоящей работой, где
использовался уточненный потенциал Кельбга с квантовыми поправками.

Интересно отметить, что несмотря на некоторое ухудшение согласия между
кривой 3 и расчетами с потенциалом Кельбга, результаты МД правильно воспро
изводят характер зависимости и дают вполне приемлемый результат далеко за
границей формальной области применимости классической МД (см. значения 𝜃
в таблице 2.1). Такая же ситуация возникает при моделировании термодинамиче
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ских свойств (см. раздел 5.3). Это говорит о том, что основанный на квантовой
статистике псевдопотенциал (1.18) позволяет использовать классическуюМД для
моделирования слабовырожденной плазмы, хотя точность этого моделирования,
конечно, уступает методам квантовой МД и МКИТ.

ПосколькуформапотенциалаКельбга зависит от температуры, важнопонять,
насколько эта зависимость отражается на характере столкновений частиц, причем,
в первую очередь играют роль электрон-ионные столкновения. Для этого были
проведены расчеты в широком диапазоне температур при постоянном значении
параметра неидеальности, см. таблицу 2.2. Изменение формы потенциала в этом
диапазоне показано на рисунке 2.2. Из таблицы видно, что глубина потенциала e-i
взаимодействия при таком изменении температуры меняется примерно в 3.5 раз.

Таблица 2.2. Зависимость глубины псевдопотенциала (1.18) и эффективной частоты столкновений
𝜈 от параметров плазмы: 𝑇 и 𝑛e — температура плазмы и концентрация электронов, Γ и Θ —
параметры неидеальности и вырождения, 𝑉ei(0) и 𝑉ee(0)— значения потенциала при 𝑟 → 0 для e-i
и e-e взаимодействий, 𝜈 — эффективная частота столкновений при 𝜔 = 0, 𝛼𝑟 и 𝛼𝑖 — показатели
высокочастотной асимптотики 𝜈(𝜔).

№ 𝑇 , 103 K 𝑛e, 1021 см−3 Γ Θ 𝛽𝑉ei(0) 𝛽𝑉ee(0) 𝜈/𝜔p 𝛼𝑟 𝛼𝑖

1 16 0.2096 1.0 10.71 – 8.52 7.49 0.224 3.44 1.05
2 33 1.839 1.0 5.20 – 6.83 5.61 0.221 3.79 1.05
3 100 51.17 1.0 1.71 – 4.49 3.64 0.150 3.52 1.04
4 350 2194 1.0 0.49 – 2.49 2.31 0.032 3.35 1.02

Напомним, что поформуле (2.3) проводимость зависит только отΓ, в то время
как выражение (2.5) описывает зависимость отΓ и 𝜃. На рисунке 2.3 и в таблице 2.2
представлена зависимость эффективной частоты столкновений 𝜈 = 𝜔2

p/(4𝜋𝜎dc),
полученная из МД моделирования. График показывает, что эта зависимость до
вольно существенна в области высоких температур, при этом результаты МД
хорошо совпадают с формулой (2.5). Величины 𝛼𝑟 и 𝛼𝑖 обсуждаются в подразде
ле 2.3.4.
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Рис. 2.2. Вид псевдопотенциала (1.18) для электрон–ионного (слева) и электрон–электронного
(справа) взаимодействий в зависимости от температуры: 1— 1.6 ·104 K, 2— 3.3 ·104 K, 3— 105 K,
4 — 3.5 · 105 K, 5 — кулоновский потенциал.

2.2. Динамическая проводимость и эффективная частота
столкновений

В общем случае тензор диэлектрической проницаемости плазмы 𝜀𝑖𝑗 зависит
от частоты возмущающего поля 𝜔 и волнового вектора k. Для изотропоной среды
его можно представить в виде суммы продольной 𝜀L и поперечной 𝜀T диэлектри
ческой проницаемости

𝜀𝑖𝑗(𝜔,k) = 𝜀L(𝜔,k)
𝑘𝑖𝑘𝑗
𝑘2

+ 𝜀T(𝜔,k)

(︂
𝛿𝑖𝑗 −

𝑘𝑖𝑘𝑗
𝑘2

)︂
. (2.9)

Продольная диэлектрическая проницаемость в классическом пределе ℏ → 0 свя
зана с динамическим структурным фактором соотношением (1.29).

Нелокальная динамическая проводимость также может быть представлена в
виде продольной 𝜎L и поперечной 𝜎T частей, которые выражаются через диэлек
трическую проницаемость

𝜎L/T(𝜔,k) =
𝜔

4𝜋𝑖

(︀
𝜀L/T(𝜔,k)− 1

)︀
. (2.10)

Метод расчета проводимости, основанный на теории линейного отклика, за
висит от того, какая величина рассматривается в качестве возмущающего воз
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Рис. 2.3. Эффективная частота столкновений в зависимости от температуры при Γ = 1: точки
— данные МД моделирования с потенциалом (1.18), линия — интерполяционная формула (2.5).
Параметры плазмы указаны в таблице 2.2.

действия. Рассмотрим сначала случай, когда в качестве возмущения принимается
внешнее электрическое поле, приложенное к системе зарядов. Без ограничения
общности можно считать его направленным вдоль оси 𝑧. Для монохроматической
волны запишем Eext(r, 𝑡) = e𝑧𝐸

ext
0 e𝑖(kr−𝜔𝑡) = e𝑧𝐸

ext
0 e𝑖(𝑘𝑧−𝜔𝑡).

Соотношение между продольной компонентой плотности тока j𝑘 = e𝑧𝑗
L
𝑘 , яв

ляющейся откликом среды, и возмущающего поля Eext(r, 𝑡), задается функций
𝜒(𝜔, 𝑘), которая связана с Фурье преобразованием АФТ для продольной компо
ненты плотности тока (см., например [281,362])

𝜒(𝜔, 𝑘) = −𝑖𝛽Ω0
𝑘2

𝜔

⟨︀
𝑗L𝑘 , 𝑗

L
𝑘

⟩︀
𝜔+𝑖𝜂

= −𝑖𝛽Ω0
𝑘2

𝜔

∞∫︁
0

⟨︀
𝑗L𝑘 (0), 𝑗

L
𝑘 (𝑡)

⟩︀
e𝑖(𝜔+𝑖𝜂)𝑡 𝑑𝑡, (2.11)

где Ω0 — нормировочный объем (для МД ячейки Ω0 = 𝐿3), скобки ⟨. . .⟩ обо
значают термодинамическое среднее, а величина 𝜂 устремляется к нулю после
выполнения термодинамического усреднения.

Флуктуационно-диссипационная теорема [28] связывает функцию отклика
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𝜒(𝜔, 𝑘) и диэлектрическую проницаемость

𝜀L(𝜔, 𝑘) = 1− 4𝜋𝜒(𝜔, 𝑘)

𝑘2 + 4𝜋𝜒(𝜔, 𝑘)
= 1− 4𝜋

𝑘2
ΠL(𝜔, 𝑘). (2.12)

Напомним, что мнинмая часть 𝜀L(𝜔, 𝑘) связана также с динамическим структур
ным фактором по формуле (1.29)).

Функция поляризации ΠL(𝜔, 𝑘) в (2.12) связывает плотность тока и внут
реннее электрическое поле в среде, так же, как и упомянутая выше продольная
динамическая проводимость

𝜎L(𝜔, 𝑘) =
𝑖𝜔

𝑘2
ΠL(𝜔, 𝑘) =

𝛽Ω0

⟨︀
𝑗L𝑘 , 𝑗

L
𝑘

⟩︀
𝜔+𝑖𝜂

1 + 4𝜋𝑖𝛽Ω0

⟨︀
𝑗L𝑘 , 𝑗

L
𝑘

⟩︀
𝜔+𝑖𝜂

/𝜔
, (2.13)

которая в [398] называется “внутренней” проводимостью. В свою очередь попе
речная или “внешняя” проводимость связывает плотность тока с внешним элек
трическим полем

𝜎T(𝜔, 𝑘) =
𝑖𝜔

𝑘2
𝜒(𝜔, 𝑘) = 𝛽Ω0

⟨︀
𝑗T𝑘 , 𝑗

T
𝑘

⟩︀
𝜔+𝑖𝜂

. (2.14)

Величину 𝜎L/T(𝜔, 𝑘) можно также выразить через зависящую от частоты
эффективную частоту столкновений 𝜈L/T(𝜔, 𝑘), используя обобщенную формулу
Друде [281]

𝜎L/T(𝜔) =
𝜔2
𝑝

4𝜋

1

𝜈L/T(𝜔, 𝑘)− 𝑖𝜔
. (2.15)

При этом термин “частота столкновений” утрачивает свой изначальный смысл,
однако функция 𝜈L/T(𝜔, 𝑘) оказывается удобной для оценки скорости релакса
ционных процессов на микроскопическом уровне. Исходная модель Друде (1.6)
получается заменойфункции 𝜈L/T(𝜔, 𝑘) на действительную константу 𝜈 = 1/𝜏 , где
𝜏 — характерное время релаксации импульса. Как показано в [95] зависимость
𝜈 от частоты становится все более выраженной при увеличении неидеальности
плазмы (для идеальной плазмы эта зависимость отсутствует).

Из формул (2.13) – (2.15) нетрудно получить выражения для 𝜈L/T(𝜔, 𝑘) через



108

автокорреляторы тока

𝜈L(𝜔, 𝑘)

𝜔p
=

𝜔p

4𝜋𝛽Ω0

⟨︀
𝑗L𝑘 ; 𝑗

L
𝑘

⟩︀
𝜔+𝑖𝜂

+ 𝑖

(︂
𝜔

𝜔p
− 𝜔p

𝜔

)︂
, (2.16)

𝜈T(𝜔, 𝑘)

𝜔p
=

𝜔p

4𝜋𝛽Ω0

⟨︀
𝑗T𝑘 ; 𝑗

T
𝑘

⟩︀
𝜔+𝑖𝜂

+ 𝑖
𝜔

𝜔p
. (2.17)

В длинноволновом пределе продольная и поперечная проводимость совпада
ют, такое же соотношение имеет место для эффективной частоты столкновений

𝜎(𝜔) = lim
𝑘→0

𝜎L(𝜔, 𝑘) = lim
𝑘→0

𝜎T(𝜔, 𝑘), (2.18)

𝜈(𝜔) = lim
𝑘→0

𝜈L(𝜔, 𝑘) = lim
𝑘→0

𝜈T(𝜔, 𝑘). (2.19)

Это приближение применимо, если длина волны внешнего электромагнитного из
лучения превышает радиус экранирования в плазме. Предел 𝜔 → 0 соответствует
рассмотренной ранее статической проводимости.

Теоретические модели расчета динамической проводимости, основанные на
учете сильных столкновений, нелокальных эффектов и динамического экраниро
вания, описаны в [281–286, 488, 535, 536]. В [537] приводится также выражение
для динамической проводимости, полученное из модели для кулоновского лога
рифма (2.4) и более общего выражения для 𝜎(𝜔) через функцию распределения
электронов по скоростям 𝑓e(𝑣):

𝜎(𝜔) =
𝑒2

3𝑘B𝑇e

∫︁
𝑣2 𝑓e(𝑣) 𝑑

3𝑣

𝜈(𝑣)− 𝑖𝜔
, 𝜈(𝑣) =

4𝜋

𝛾E
𝑟2L𝑛i𝑣Λ, (2.20)

где множитель 𝛾E ≈ 0.58 учитывает электрон-электронное взаимодействие в при
ближении Спинцера-Хэрма. Определение динамической проводимости из резуль
татов МД моделирования с учетом различного типа граничных условий обсужда
ется в последующих двух подразделах.
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2.3. Расчет динамической проводимости в периодической
системе с учетом среднего поля

2.3.1. Описание метода моделирования

Как было показано в разделе 2.1 метод МД оказывается достаточно эффек
тивным для расчета статической проводимости неидеальной плазмы, и его ре
зультаты хорошо согласуются с имеющимися теоретическими моделями и экспе
риментальными данными. Принципиальная проблема расчета динамической про
водимости заключается в невозможности выполнить предельный переход 𝑘 → 0

для МД ячейки конечного объема. Такая же проблема возникает и при определе
нии динамического структурного фактора [95,312,361,362,379,382,385,388], где
длинноволновый предел, как правило, определяется путем экстраполяции данных,
полученных при 𝑘 > 0.

Однако, как будет показано ниже, расчет проводимости 𝜎(𝜔) и эффектив
ной частоты столкновений 𝜈(𝜔) может быть выполнен в методе МД с хорошей
точностью для ячейки конечного объема. Для доказательства этого факта мы
рассмотрим для варианта метода, дающих значения продольной и поперечной
частоты столкновений 𝜈L(𝜔) и 𝜈T(𝜔). Совпадение этих значения во всем исследо
ванном диапазоне 𝜔 согласно (2.19) будет являться подтверждением соответствия
их длинноволновому пределу.

Предположим, что ячейка МД моделирования с длиной ребра 𝐿 является
частью большой, но конечной системы зарядов. В этом случае смещение всех
электронов в ячейке относительно ионов вдоль оси 𝑧 должно привести к появле
нию нескомпенсированного заряда и возвращающей силы (рисунок 2.4а). Однако,
при использовании периодических граничных условий этого не происходит, так
как заряд, прошедший через границу ячейки, фактически появляется с другой
стороны и средняя плотность заряда внутри ячейки при этом не изменяется (ри
сунок 2.4б).

Для учета появления нескомпенсированного заряда на предполагаемой от
даленной границе плазмы при сохранении периодических условий для движения
зарядов внутриМД ячейки добавим в уравнения движения (1.25) дополнительную
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Рис. 2.4. Сдвиг электронов относительно ионов в МД ячейке с открытыми границами (а) и перио
дическими граничными условиями (б).

силу, действующую на все частицы со стороны среднего поля 𝐸𝑧:

𝑚𝑐
𝑑2r𝑐,𝛼
𝑑𝑡2

= Fshort
𝑐,𝛼 − 𝑞𝑐𝐸𝑧(𝑡) e𝑧, (2.21)

где 𝑐 и 𝛼 — тип и номер частицы, 𝑞𝑐 — заряд частицы, Fshort
𝑐,𝛼 — сумма сил со

стороны других частиц в ячейке, найденная по методу ближайшего образа. Как
было указано выше, размер ячейки 𝐿 должен превышать эффективный радиус
экранирования 𝑟scr, поэтому первый член в правой части (2.21) определяет сум
марную силу со стороны зарядов внутри сферы экранирования, а второй — силу
со стороны среднего поля, создаваемого зарядами вне сферы экранирования.

Предполагая размер ячейки малым по сравнению с расстоянием до виртуаль
ной границы плазмы, величину 𝐸𝑧 можно представить в виде поля двух заряжен
ных плоскостей. В этом случае оно может быть определено из следующего урав
нения, которое решается одновременно с уравнениями движения частиц (2.21):

𝑑𝐸𝑧(𝑡)

𝑑𝑡
= −4𝜋𝑗𝑧(𝑡), (2.22)

где

𝑗𝑧(𝑡) =
1

𝐿3

∑︁
𝑐

𝑁𝑐∑︁
𝛼=1

𝑞𝑐 𝑣
𝑧
𝑐,𝛼(𝑡). (2.23)

— средняя плотность тока через произвольную плоскость перпендикулярную
оси 𝑧. Интегрирование уравнения (2.22) с учетом начального условия 𝐸𝑧(0) = 0
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дает

𝐸𝑧(𝑡) =
4𝜋

𝐿3

∑︁
𝑐

𝑁𝑐∑︁
𝛼=1

𝑞𝑐 𝑟
𝑧
𝑐,𝛼(𝑡). (2.24)

Сохранение полной энергии ℰtot в данном случае обеспечивается добавлени
ем к сумме потенциальной ℰpot и кинетической энергии части ℰkin дополнительной
энергии, связанной с наличием среднего поля

ℰtot = ℰpot + ℰkin + ℰfield

=
1

2

∑︁
𝑐,𝑑

𝑁𝑐,𝑁𝑑∑︁
𝛼,𝛽

𝑉𝑐𝑑(r𝛼,𝑐 − r𝛽,𝑑) +
∑︁
𝑐

𝑚𝑐

2

𝑁𝑐∑︁
𝛼

v2
𝛼,𝑐 + 𝐿3E

2

8𝜋
. (2.25)

На рисунке 2.5 показаныфлуктуации ℰtot(𝑡) (кривая 1) и ℰtot(𝑡)−ℰfield(𝑡) (кри
вая 2) для фрагмента равновеснойМД траектории. Из рисунка видно, что энергия
поля составляет небольшую величину относительно полной энергии системы. То
же относится и к силе (2.21), действующей на частицы, вклад в которую со стороны
среднего поля является малым по сравнению с межчастичным взаимодействием
внутри сферы экранирования. Флуктуации ℰtot(𝑡) являются следствием ошибок
разностной схемы при интегрировании уравнений движения и стремятся к нулю
при уменьшении шага по времени.

Для иллюстрации приведенной схемы рассмотрим колебания электронов
вблизи положения локального равновесия при фиксированных ионах. В этом слу
чае производная средней плотности тока по времени согласно (2.21) может быть
выражена как

𝑑j(𝑡)

𝑑𝑡
= − 𝑒

𝐿3

𝑁e∑︁
𝛼=1

𝑑v𝛼

𝑑𝑡
=

𝑒𝑁e

𝑚e𝐿3

(︀
𝑒𝐸𝑧(𝑡)e𝑧 − Fint

)︀
, (2.26)

где

Fint =
1

𝑁e

𝑁e∑︁
𝛼=1

Fshort
𝑒,𝛼 =

1

𝑁

𝑁e∑︁
𝛼=1

𝑁i∑︁
𝛽=1

F𝑒𝑖

(︀
rNN
𝑖,𝛽 − r𝑒,𝛼

)︀
, (2.27)

а rNN𝑖,𝛽 обозначает положения ионов с учетом метода ближайшего образа. Сила Fint

содержит только электрон-ионное взаимодействие, так как сумма по всем силам
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Рис. 2.5. Зависимость полной энергии МД системы от времени: 1 — без учета, 2 — с учетом
энергии среднего поля; 𝜏e = 2𝜋/𝜔p — период ленгмюровских плазменных колебаний.

между электронами равна нулю. Несмотря на то, что для каждого электрона в
отдельности сила Fshort

𝑒,𝛼 превышает вклад среднего поля 𝑒𝐸𝑧(𝑡)e𝑧, при усреднении
по всем электронам их амплитуды оказываются сравнимыми между собой.

Находя вторую производную 𝐸𝑧 по времени из (2.22) и подставляя первую
производную 𝑗 из (2.26), получим

𝑑2𝐸𝑧

𝑑𝑡2
+ 𝜔2

p𝐸
𝑧 =

𝜔2
p

𝑒
⟨𝐹 𝑧

int⟩ . (2.28)

При усреднении по ансамблю величина ⟨𝐹 𝑧
int⟩ стремиться к нулю, поэтому уравне

ние (2.28), как и предполагалось, описывает плазменные колебания с частотой 𝜔p.

2.3.2. Автокорреляционные функции тока

В рассмотренном методе модифицированной МД флуктуации плотности то
ка вдоль оси 𝑧 и осей 𝑥, 𝑦 различаются. Используя термины из предыдущего
раздела, следует назвать компоненту 𝑗𝑧(𝑡) = 𝑗L(𝑡) продольной плотностью тока,
а 𝑗𝑥/𝑦(𝑡) = 𝑗T(𝑡) — поперечной. Каждая из них может быть использована для
расчета соответствующей автокорреляционной функции и проводимости. Факти
чески при моделировании, как правило, производится усреднение по различным
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направлениям оси 𝑧.
Рассмотрим безразмерные автокорреляционные функции для продольной и

поперечной компонент плотности тока:

𝐾
L/T
𝑗𝑗 (𝑡) =

⟨︀
𝑗L/T(𝑡)𝑗L/T(0)

⟩︀⟨︀
(𝑗L/T)2

⟩︀ =
4𝜋𝛽𝐿3

𝜔2
p

⟨
𝑗L/T(𝑡)𝑗L/T(0)

⟩
. (2.29)

Здесь использовано выражение (2.8) для среднего тока
⟨︀
(𝑗L/T)2

⟩︀
. На рисунке 2.6

показан пример расчета данных автокорреляторов. Расчет проводился с псев
допотенциалом Кельбга (1.18). Для усреднения использовалась МД траектория
длительностью 2.5 · 104 𝜏e с общим числом начальных состояний системы для
расчета автокоррелятора 5 · 105. Как видно из рисунка, исходный поперечный ав
токоррелятор 𝐾T

𝑗𝑗(𝑡) является монотонно спадающей функцией, что полностью
согласуется с предыдущими результатами [95].

0 1 2 3 4 5

-0.5

0

0.5

1

Kjj(t)

t/te

1

2

Рис. 2.6. Нормированная АФТ: 1 — 𝐾T
𝑗𝑗(𝑡) для поперечной компоненты тока (без учета среднего

поля), 2 —𝐾L
𝑗𝑗(𝑡) для продольной компоненты тока (с учетом среднего поля). Параметры плазмы:

𝑇 = 3.3 · 104 K, 𝑛e = 3.85 · 1021 см−3, Γ = 1.28,𝑚i/𝑚e = 100.

Добавление среднего поля в уравнения движения частиц, как было показа
но выше, приводит к возникновению возвращающей силы и колебаний среднего
тока, проявляющихся в виде осцилляторного характера затухания𝐾L

𝑗𝑗(𝑡) при той
же скорости уменьшения амплитуды, что и для 𝐾T

𝑗𝑗(𝑡). Частота этих колебаний
стремится к 𝜔p при Γ → 0. Следует отметить, что вид представленных АФТ не
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зависит от размера расчетной ячейки, если число частиц𝑁 выбрано достаточным
для выполнения 𝑟scr < 𝐿/2.

Для проверки влияния граничных условий было также проведено сравнение
расчетов по методу ближайшего образа и схеме Эвальда, в которой учитываются
не только ближайшие, но и более отдаленные образы частиц в квазипериодической
системе (рисунок 2.7, полулогарифмический масштаб). Обсуждение применимо
сти схемы Эвальда приведено в разделе 1.3.1. Потенциал Дойча был выбран для
сопоставления с работами [312,379]. Результаты показывают, что при выбранных
параметрах плазмы и числе частиц 𝑁e = 𝑁i = 200 зависимость результатов от
способа учета дальних образов частиц в пределах статистической погрешности от
сутствует, т.е. в данном случае применение схемы Эвальда является избыточным.
Аналогичные расчеты для динамической частоты столкновений, которая обсуж
дается ниже, показаны на рисунке 2.11.

0 2 4 6 8

0.1

1
Kjj

T(t)

t/te

Рис. 2.7. АФТ для поперечной компоненты тока при моделировании с использованием метода
ближайшего образа (точки) и схемыЭвальда (линия). Параметры плазмы:𝑇 = 3.16·105K,Γ = 1.28,
𝑚i/𝑚e = 100, потенциал Дойча (1.14).

2.3.3. Эффективная частота столкновений в области низких частот

Перейдем теперь к определению динамической проводимости и эффектив
ной частоты столкновений с использованием обоих способов учета среднего поля.
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На рисунке 2.8 показаны нормированные действительная и мнимая части Фурье–
преобразования АФТ

𝐾𝑗𝑗(𝜔) = 𝜔p

∞∫︁
0

e𝑖𝜔𝑡𝐾𝑗𝑗(𝑡) 𝑑𝑡 =
4𝜋𝛽𝐿3

𝜔p
lim
𝑘→0
⟨𝑗𝑘, 𝑗𝑘⟩𝜔 =

4𝜋

𝜔p
𝜎(𝜔), (2.30)

полученные при моделировании с учетом и без учета среднего поля (см. рису
нок 2.6). Как и ожидалось, спектры отличаются наличием пика вблизи плазменной
частоты для 𝐾L

𝑗𝑗(𝜔).

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

Re Kjj(w)

w/wp
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Im Kjj(w)
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Рис. 2.8. Действительная (а) и мнимая (б) части Фурье-преобразования АФТ: 1 — для поперечной
компоненты тока𝐾T

𝑗𝑗(𝜔) (без учета среднего поля); 2 — для продольной компоненты тока𝐾L
𝑗𝑗(𝜔)

(с учетом среднего поля). Параметры плазмы указаны на рисунке 2.6.

Применяя теперь формулу (2.16) для преобразования𝐾L
𝑗𝑗(𝜔) в эффективную

частоту столкновений 𝜈L(𝜔) и формулу (2.17) для преобразования𝐾L
𝑗𝑗(𝜔) в 𝜈T(𝜔)

получим результат, представленный на рисунке 2.9. Из рисунка видно, что 𝜈L(𝜔)
и 𝜈T(𝜔) совпадают во всем диапазоне частот. Это подтверждает правильность
выделения 𝑗𝑧(𝑡) в качестве продольной компоненты тока и 𝑗𝑥/𝑦(𝑡) — в качестве
поперечной, а также обосновывает то, что данный метод расчет соответствует
длинноволновому пределу. Для контроля точности Фурье преобразования на ри
сунке 2.9б показан также расчет мнимой части, выполненный из действительной
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части по формуле Крамерса-Кронига. Динамическая проводимость может быть
получена из полученных значений 𝜈(𝜔) = 𝜈L(𝜔) = 𝜈T(𝜔) по формуле (2.15).
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Рис. 2.9. Действительная (а) и мнимая (б) части эффективной частоты столкновений: кружки—для
поперечной компоненты тока 𝜈T(𝜔) (без учета среднего поля); треугольники — для продольной
компоненты тока 𝜈L(𝜔) (с учетом среднего поля). Линия на рисунке (б) — пересчет мнимой части
из действительной по формуле Крамерса-Кронига. Параметры плазмы указаны на рисунке 2.6.

Зависимость эффективной частоты столкновений от температуры плазмы
при фиксированном параметре неидеальности представлена на рисунке 2.10. Ри
сунок показывает, что уменьшение температуры приводит к росту абсолютного
значения 𝜈(𝜔)/𝜔p во всем диапазоне частот, что объясняется углублением потен
циала электрон-ионного взаимодействия (рисунок 2.2а). При этом в статическом
пределе 𝜔 = 0 частота столкновений для выбранного диапазона температур ме
няется незначительно (см. также рисунок 2.3), в то время как зависимость 𝜈
от частоты претерпевает существенные изменения: при меньших температурах
Re 𝜈(𝜔)/𝜔p имеет более выраженный максимум, сдвинутый в область больших ча
стот. Следует учесть, что плазменная частота 𝜔p, на которую нормируется 𝜈(𝜔),
уменьшается с ростом температуры при постоянном параметры неидеальности,
поэтому для ненормированного значения 𝜈(𝜔) указанный эффект проявляется в
меньшей степени.

Как и для исходнойАФТ, мы провели сравнение эффективной частоты столк
новений, полученной с применением и без применения схемы Эвальда. Результат
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Рис. 2.10. Действительная (а) и мнимая (б) части эффективной частоты столкновений в зависимо
сти от температуры плазмы: 1 — 1.6 · 104 K, 2 — 3.3 · 104 K, 3 — 8 · 104 K.

показан на рисунке 2.11, где видно отсутствие эффекта от применения схемы
Эвальда при выбранных параметрах плазмы в пределах статистических ошибок.

На рисунке 2.12 показано сравнение данных моделирования для 𝜈(𝜔) с раз
личными теоретическими моделями. Предварительная версия этого рисунка была
опубликована в [95], однако текущие данные имеют существенно меньшую ста
тистическую погрешность. Несмотря на некоторые количественные отличия, мы
видим, что общая форма зависимости 𝜈(𝜔) для результатов МД моделирования и
теоретических моделей довольно близка.

2.3.4. Эффективная частота столкновений в области высоких частот

Высокочастотная часть эффективной частоты столкновений 𝜔 ≫ 𝜔p опреде
ляется в основном от близкодействующей частью потенциала электрон-ионного
взаимодействия и наличием глубоколежащих связанных состояний. Для ее расчета
вместо АФТ удобно использовать автокоррелятор производной тока про времени
(или автокоррелятор силы). Рассмотрим преобразование

⟨j; j⟩𝜔 =
𝑖

𝜔

(︂⟨︀
j2
⟩︀
−
⟨
j;
𝑑j

𝑑𝑡

⟩
𝜔

)︂
=

𝑖

𝜔

(︂⟨︀
j2
⟩︀
− 𝑖

𝜔

⟨
𝑑j

𝑑𝑡
;
𝑑j

𝑑𝑡

⟩
𝜔

)︂
, (2.31)
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Рис. 2.11. Действительная (а) и мнимая (б) части эффективной частоты столкновений при модели
ровании с использованиемметода ближайшего образа (точки) и схемыЭвальда (линии). Параметры
плазмы указаны на рисунке 2.7.

где производная плотности тока по времени согласно (2.26) может быть выражена
через полную силу всех ионов на все электроны и силу со стороны среднего поля.

Вследствие численных ошибок члены, пропорциональные 𝜔 в (2.16) – (2.17),
могут приводить к расходимости Im 𝜈(𝜔) ∼ 𝜔 на больших частотах. Покажем, что
выражение 𝜈(𝜔) через автокоррелятор силы лишено этого недостатка. Поскольку
при 𝜔 → ∞ членом 𝜔p/𝜔 в формуле (2.16) можно пренебречь, то для простоты
будем считать 𝜈L(𝜔) ≈ 𝜈T(𝜔). Используя (2.31), запишем

𝜈L/T(𝜔)

𝜔p
=

𝑖 𝜔𝜔p

⟨
𝑑j
𝑑𝑡 ;

𝑑j
𝑑𝑡

⟩
𝜔

𝑖
𝜔𝜔2

p

4𝜋𝐿3𝛽 +
⟨

𝑑j
𝑑𝑡 ;

𝑑j
𝑑𝑡

⟩
𝜔

. (2.32)

Опыт расчетов показывает, что при 𝜔 ≤ 𝜔p более целесообразно использо
вать автокоррелятор тока и выражения (2.16) – (2.17), а при 𝜔 > 𝜔p — автокорре
лятор силы и выражение (2.32). Результаты расчета высокочастотной части 𝜈(𝜔) в
зависимости от температуры при фиксированной степени неидеальности плазмы
показаны на рисунке 2.13 в двойном логарифмическом масштабе.

Из рисунка видно, что асимптотическим поведением действительной части
𝜈(𝜔) при 𝜔 ≫ 𝜔p во всех случаях являетсяRe 𝜈(𝜔) ∼ 𝜔−𝛼𝑟 . Величина 𝛼𝑟, получен
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Рис. 2.12. Действительная (а) и мнимая (б) части эффективной частоты столкновений в сравнении
с квантово-статистическими моделями: кружки — результаты МД, пунктир — расчет с учетом
сильных столкновений и динамического экранирования [282], сплошная кривая — то же с учетом
коэффициентом ренормализации для 𝜈(𝜔), штрих-пунктирная линия — асимптотика на больших
частотах для потенциала Кельбга. Параметры плазмы указаны на рисунке 2.6.

ная путем аппроксимации данныхМДмоделирования, представлена в таблице 2.2.
В среднем результат аппроксимации близок к𝛼𝑟 ≈ 3.5, что совпадает с аналитиче
ской асимптотикой для потенциала Кельбга [282], но отличается от асимптотики
для кулоновского потенциала 𝛼𝑟 = 1.5 [281]. Высокочастотная асимптотика для
мнимой части Im 𝜈(𝜔) ∼ 𝜔−𝛼𝑖, согласно результатам из таблицы 2.2, совпадает с
аналитическим результатом𝛼𝑟 = 1, который в данном случае не зависит от формы
межчастичного потенциала.

Проведенные расчеты демонстрируют влияние короткодействующей части
межчастичного потенциала взаимодействия на динамику частиц и могут исполь
зоваться, например, для оценки применимости псевдопотенциальных моделей при
высоких частотах.
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Рис. 2.13. Высокочастотная часть эффективной частоты столкновений в зависимости от темпера
туры: 1 — 1.6 · 104 K, 2 — 3.3 · 104 K, 3 — 105 K, 4 — 3.5 · 105 K; (а) действительная часть, (б)
мнимая часть. Линии — асимптотика 𝜈 ∼ 𝜔−3.5. Параметры плазмы указаны в таблице 2.2.

2.4. Расчет динамической проводимости в системе с
отражающими границами

2.4.1. Описание метода моделирования

Использование периодических граничных условий (ПГУ) стало фактически
стандартом для моделирования пространственно-однородных систем, в том чис
ле электрон-ионной плазмы. Несмотря критику этого типа граничных условий,
например, в [447] с предложением использовать отражающие граничные условия
(ОГУ) или “зеркальные стенки”, большинство работ поМДмоделированию неиде
альной плазмы используют именно ПГУ. Конкретная реализация может содержать
либо наиболее простой метод ближайшего образа, либо схему Эвальда, хотя в
предыдущем разделе было показано, что схема Эвальда не вносит существенного
вклада в динамическую частоту столкновений при правильном выборе размера
ячейки. Область применимости схемы Эвальда, по-видимому, относится в первую
очередь к состояниям плазмы, близким к вигнеровской кристаллизации.

Вопрос выбора граничных условий становится не столь однозначным при
переходе к методу молекулярной динамики с волновыми пакетами (МДВП), ко
торый является расширением классической МД. Описанная в разделе 1.3.6 про
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блема расплывания волновых пакетов со временем связана именно с формальным
отсутствием пространственной границы, в результате чего волновой пакет может
неограниченно расширяться. В этом случае использование отражающих гранич
ных условий может быть оправдано (более подробно этот вопрос обсуждается в
главе 5). При этом, однако, необходимо исследовать влияние отражающих стенок
на измеряемые параметры плазмы, в частности, на динамическую проводимость.
В данном подразделе описывается такое исследование, выполненное на основе
классической МД. Исходя из его результатов, сделаны выводы о возможности и
ограничениях применимости ОГУ, которые используются далее при разработке
метода МДВП.

Для сравнительного моделирования рассматриваются ПГУ с методом бли
жайшего образа и ОГУ, которые могут иметь несколько технических реализаций.
При использовании полностью непроницаемых стенок, для частицы, пересекаю
щей границу ячейки, производится замена компоненты скорости, перпендикуляр
ной стенке, на противоположную, а ее соответствующая координата “отражается”
от стенки за один шаг по времени (рисунок 2.14а). Эта схема обеспечивает точ
ное сохранение средней плотности частиц в объеме, так как ни одна их них не
может оказаться за стенкой. В то же время такой алгоритм имеет проблемы с со
хранением полной энергии из-за численных ошибок, особенно при использовании
разностной схемы “Leap-Frog” для интегрирования уравнений движения, и тре
бует существенного уменьшения шага по времени, что, естественно, замедляет
расчет.

Другим вариантом реализации ОГУ являются частично проницаемые стен
ки, когда при выходе частицы за границу по оси 𝑥 на нее начинает действовать
потенциал

𝑉wall(𝑥) =

{︃
𝑘(|𝑥| − 𝐿/2)2, |𝑥| > 𝐿/2,

0, |𝑥| ≤ 𝐿/2.
(2.33)

В этом случае отражение частицы от стенки происходит за несколько шагов (ри
сунок 2.14б). Управляя параметром 𝑘 можно обеспечить, с одной стороны, со
хранение полной энергии без существенного уменьшения шага интегрирования
уравнений движения, а с другой стороны— удержание частиц в заданном объеме.

Если расширение системы из-за частичного выхода частиц за стенку замет
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Рис. 2.14. Отражающие граничные условия: (а) полностью непроницаемая стенка, (б) отражающая
стенка с использованием гармонического ограничивающего потенциала и сдвигом по оси 𝑥.

ным образом влияет на среднюю плотность, то потенциал (2.33) может сдвинут
вдоль оси 𝑥 к центру ячейки

𝑉wall(𝑥) =

{︃
𝑘(|𝑥| − 𝐿′/2)2, |𝑥| > 𝐿′/2,

0, |𝑥| ≤ 𝐿′/2.
(2.34)

где 𝐿′ = 𝐿− 2Δ𝐿, Δ𝐿 = (3𝑘B𝑇/2𝑘)
1/2 (см. рисунок 2.14б).

2.4.2. Влияние граничных условия на термодинамические параметры
плазмы

Задача проведения расчетов заключалась в том, чтобы получить количествен
ную оценку влияния граничных условий на характеристики плазмы при различных
размерах МД ячейки. Для этого были выбраны три набора параметров равновес
ной плазмы, перечисленные в таблице 2.3. Исходя из результатов, представлен
ных в подразделе 2.1, видно, что эти наборы параметров относятся к различным
состояниями плазмы: 1 — малая степень неидеальности, 2 — неидеальная невы
рожденная плазма, 3 — неидеальная плазма с небольшой степенью вырождения
электронов.

Поскольку данные результаты используются далее в главе 5 для обоснования
применимости ОГУ в методе МДВП, в качестве потенциалов 𝑉ei и 𝑉ee в (1.28) был
выбран псевдопотенциал (1.20), соответствующий взаимодействию двух гауссов



123

Таблица 2.3. Параметры плазмы для сравнительного моделирования с различными типами гранич
ных условий.

№ 𝑇 , 103 K 𝑛e, 1021 см−3 Γ Θ

1 30 0.0242 0.26 84.7
2 30 2.89 1.28 3.49
3 30 24.2 2.6 0.85

ских волновых пакетов с постоянной шириной, а взаимодействие ионов описыва
лось кулоновским потенциалом

𝑉ee(𝑟) =
𝑒2

𝑟
erf

(︂
𝑟

𝜆ee

)︂
, 𝑉ei(𝑟) =

𝑍𝑒2

𝑟
erf

(︂
𝑟

𝜆ei

)︂
, 𝑉ii(𝑟) =

𝑍2𝑒2

𝑟
, (2.35)

где 𝜆ei = 𝜆ee = 0.318 нм. Отражающие границы (2.34) применялись по всем на
правлениями, таким образом полная энергия взаимодействия частиц со стенками
имела вид

𝑈ext =
𝑁∑︁
𝑖=1

∑︁
𝛼

𝑉wall(𝑟𝛼𝑖), 𝛼 = 𝑥, 𝑦, 𝑧. (2.36)

Коррекция положения отражающего потенциала (2.34) вносила вклад порядка 1%
в расчет средней потенциальной энергии.

Модельное отношение масс ионов и электронов составляло 𝑚i/𝑚e = 100,
типичное значение шага по времениΔ𝑡 соответствовало данным таблицы 2.1. Рас
четы для каждого из набора параметров плазмы из таблицы 2.3 проводились с
различным числом ионов в диапазоне 𝑁i = 16 − 32000 (𝑁 = 2𝑁i). Длина равно
весных траекторий варьировалась от 105 шагов (∼ 0.1 пс) для𝑁i = 32000 до 5 ·106

шагов (∼ 10 пс) для 𝑁i = 16 и определялась вычислительными возможностями
оборудования. Для улучшения точности усреднение результатов проводилось по
3 − 6 независимым траекториям. С целью уменьшения времени расчета межча
стичных взаимодействий использовались графические ускорители.

Средняя потенциальная энергия определялась путем усреднения вдоль тра
ектории выражения (1.28), давление рассчитывалось на основе формулы для ви
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риала [348]

𝑃 =
𝑁𝑘B𝑇

𝑉
+

1

3𝐿3

⟨
𝑁∑︁
𝑖<𝑗

r𝑖𝑗 · f𝑖𝑗

⟩
, (2.37)

где f𝑖𝑗 — силы межчастичного взаимодействия.
Расчет основной части МД траектории без использования термостата позво

ляет избежать искажения функции распределения частиц по скоростям, но приво
дит к небольшому отличию фактической средней температуры вдоль траектории
𝑇fact от заданной температуры 𝑇 . В расчетах наблюдалось расхождение между 𝑇fact
и 𝑇 до 5% при дрейфе полной энергии системы около 0.2%. Поскольку этот эф
фект оказывает влияние на рассчитываемые термодинамические величины, про
водилась коррекция результатов для средней потенциальной энергии и давления,
исходя из их зависимостей от температуры, определенных также на основе МД
расчетов:𝐴(𝑇 ) = 𝐴(𝑇fact)+

𝑑𝐴
𝑑𝑇 (𝑇−𝑇fact), где𝐴—средняя потенциальная энергия

на одну частицу 𝑈 или давление 𝑃 . Характерный вид зависимостей 𝑈(𝑇 ) и 𝑃 (𝑇 )
представлен на рисунке 2.15.
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Рис. 2.15. Средняя потенциальная энергия на частицу (а) и давление (б) в зависимости от темпера
турыдляПГУ (кружки) иОГУ (треугольники).𝑃id = 𝑛𝑘B𝑇 —давление идеального газа. Сплошные
линии — линейная аппроксимация 𝑈(𝑇 ) и 𝑃 (𝑇 ). Параметры расчета: Γ = 1.28, 𝑁i = 4096.

Рассчитанный профиль потенциальной энергии вдоль произвольной оси 𝑥

(рисунок 2.16) показывает наличие приповерхностного слоя плазмы, в котором
свойства системы (в данном случае потенциальная энергия) отличаются от сред
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них по объему. Длина этого слоя по оси 𝑥 примерно соответствует характерной
длине экранирования 𝑟scr. Как и следовало ожидать, этот слой занимает больший
относительный объем для систем с меньшим числом частиц и с меньшей плот
ностью (меньшим значением Γ). В то же время при увеличении плотности растет
разница между энергией в приповерхностном слое и в остальном объеме плазмы.
Сплошной и пунктирной линиями на рисунке 2.16а показан сдвиг потенциала для
коррекции эффективного объема системы.
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Рис. 2.16. Профиль потенциальной энергии вдоль оси 𝑥, полученный из МД моделирования с ОГУ
при Γ = 1.28 (а) и Γ = 2.6 (б): точки — данные моделирования для 𝑁i = 64 (ромбы) и 𝑁i = 1024
(квадраты), сплошная линия — потенциал отражающей стенки (2.34), пунктир — граница ячейки
𝐿/2 при использовании ПГУ. Горизонтальная линия на рисунке (а)— предельное значение средней
потенциальной энергии при 𝑁𝑖 →∞ (см. рисунок 2.18a).

Пример зависимости указанных выше термодинамических параметров от
крутизны потенциала стенки 𝑘 (см. выражение (2.34)) показан на рисунке 2.17.
Видно, что эта зависимость становится более слабой с ростом 𝑘 за счет уменьше
ния ширины переходного слоя вблизи поверхности (рисунок 2.16), однако увели
чение 𝑘 приводит к большим численным ошибкам при решении уравнений движе
ния. Анализ такого рода зависимостей позволил выбрать оптимальное значение
𝑘 = 267Дж/м2, достаточное для отражения частицы от границы за несколько
шагов и в то же время не ухудшающее точность сохранения полной энергии.

Интересно отметить, что исключение из расчета энергии приповерхностного
слоя, показанного на рисунке 2.16, существенно ослабляет зависимость от пара
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Рис. 2.17. Средняя потенциальная энергия на частицу (а) и давление (б) в зависимости от кру
тизны отражающего потенциала стенки при использовании ОГУ. На рисунке (а) показан результат
усреднения энергии по всей ячейке (треугольники) и по внутренней области, исключающей при
поверхностный слой (кружки). Параметры расчета: Γ = 1.28, 𝑁i = 4096.

метра 𝑘 (см. кружки на рисунке 2.17а). Этот прием используется далее для более
точного определения термодинамических величин в случае ОГУ.

Рассмотрим влияние различного типа граничных условий на сходимость рас
считанных термодинамических параметров с ростом числа частиц в МД ячейке.
На рисунке 2.18 представлены расчеты для трех наборов параметров плазмы, ука
занных в таблице 2.3 (часть данных результатов опубликована в [538]). Как видно
из рисунка, при использовании ПГУ энергия и давление быстрее сходятся к сво
им предельным значения 𝑈bulk = lim𝑁i→∞ 𝑈(𝑁i) и 𝑃bulk = lim𝑁i→∞ 𝑃 (𝑁i), чем
при использовании ОГУ. Это и объясняет наибольшее распространение ПГУ для
моделирования пространственно однородных систем.

Обращая внимание на отклонения 𝑈 − 𝑈bulk и 𝑃 − 𝑃bulk для ПГУ, можно ви
деть, что из-за малого радиуса экранирования 𝑟scr, относительно небольшое число
частиц в ячейке оказывается достаточным для того, чтобы рассчитанные значения
термодинамических величин были близки к своим предельным значениям (резуль
таты для Γ = 2.6 имеют худшую статистику). Например, при Γ = 1.28 и 𝑁 = 128

относительное отклонение энергии |𝑈 −𝑈bulk|/𝑈bulk составляет 2.7 % для𝑁i = 16

и 0.5 % для𝑁i = 128; относительное отклонение давления |𝑃 −𝑃bulk|/𝑃bulk: 1.0 %
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Рис. 2.18. Средняя потенциальная энергия на частицу (а), (в), (д) и давление (б), (г), (е) в зави
симости от числа ионов при использовании ОГУ (кружки), ПГУ с усреднением по всей ячейке
(треугольники), ПГУ с усреднением по внутренней области без приповерхностного слоя (ромбы).
Пунктирные линии показывают асимптотику при 𝑁i → ∞, сплошные красные линии — аппрок
симации отклонения энергии 𝑈rw,fit и давления 𝑃rw,fit (2.39). Вертикальные линии на рисунках
(в) и (г) показывают средний уровень термодинамических флуктуаций соответствующих величин.
Значения параметра неидеальности указаны на графиках.
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для𝑁i = 16 и 0.2 % для𝑁i = 128. Этот результат, в частности, подтверждает пра
вильность выбора числа частиц при обсуждавшихся ранее расчетах статической
и динамической проводимости (см. таблицу 2.1), а также открывает возможность
для применения более сложных методов моделирования, таких как МДВП, где
выбор числа частиц имеет решающее значение.

Также следует отметить, что численные ошибки определения энергии и дав
ления значительно ниже, чем средний уровень статистических флуктуаций ука
занных величин, определяемый как

(𝛿𝑈)2 = (𝑈 − 𝑈)2 ∼ 𝑁
−1/2
i , (𝛿𝑃 )2 = (𝑃 − 𝑃 )2 ∼ 𝑁

−1/2
i . (2.38)

На рисунках 2.18(в–г) этот уровень показан вертикальными линиями.
Обратимся теперь к результатам для ОГУ. Как видно из рисунка 2.18 в этом

случае отклонения энергии и давления от своих предельных значений существен
но выше. Поскольку размер приповерхностного слоя, вносящего искажения в из
меряемые величины, определяется эффективным радиусом экранирования 𝑟scr и
не зависит от числа частиц в системе, то ошибка определения энергии и давления
должна уменьшаться с ростом числа частиц как 𝑁−1/3:

𝑈rw,fit − 𝑈bulk = 𝜁𝑁−1/3, 𝑃rw,fit − 𝑈bulk = 𝜂𝑁−1/3, (2.39)

где параметры 𝜁 и 𝜂 могут быть определены аппроксимацией МД данных. Ука
занные аппроксимации показаны на рисунке 2.18 с помощью сплошных красных
линий. Видно, что они хорошо соответствуют данным моделирования при боль
ших 𝑁i.

Наиболее важный вывод, следующий из результатов, показанных на рисун
ке 2.18, состоит в том, что при исключении из расчета приповерхностного слоя
плазмы, сходимость результатов с ростом числа частиц для ОГУ становится даже
лучшей, чем для ПГУ. Таким образом, если искомую величину удается определить
во внутреннем объеме ячейки, то использование ОГУ не вносит дополнительной
погрешности в результат моделирования. Этот вывод будет использован в даль
нейшем при описании метода МДВП.
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2.4.3. Расчет динамической проводимости

Перейдем теперь к результатам расчета Фурье-преобразования АФТ (2.30),
связанного с динамической проводимостью плазмы, при использовании ОГУ
и сравним их с обсуждавшимися в разделе 2.3 результатами для ПГУ (рису
нок 2.19а). Их рисунка видно, что монотонный характер затухания 𝐾𝑗𝑗(𝜔) для
ПГУ, в случае ОГУ претерпевает существенные изменения. Характер этих изме
нений напоминает переход от поперечной𝐾T

𝑗𝑗(𝜔) к продольной𝐾L
𝑗𝑗(𝜔) компоненте

тока (см. рисунок 2.8), который в разделе 2.3 был выполнен посредством добавле
ния внешнего среднего поля, создаваемого зарядами на воображаемых удаленных
поверхностях.
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Рис. 2.19. Спектр АФТ, рассчитанный для всей ячейки (а) и для внутренней области с линейным
размером 𝐿/2 (б): сплошные линии — расчеты для ОГУ с различным числом частиц (значения𝑁i

указаны на графике), штриховая кривая— расчет для ПГУ. Вертикальные штриховые линии пока
зывают положения резонансов для кубической ячейки. Параметры плазмы на основном графике:
Γ = 1.28, 𝑇 = 3 · 104 К, на вставках показано сравнение результатов для Γ = 1.28 и Γ = 2.6.

Данный результат несложно понять, так как в случае ОГУ движение элек
тронов также создает избыточный заряд (рисунок 2.20), который в данном случае
находится не на воображаемых, а на реальных границах ячейки. Отличие от слу
чая рассмотренного в разделе 2.3, кроме используемой модели взаимодействия
частиц, заключается в том, что создаваемое зарядами среднее поле уже не явля
ется однородным, поэтому частота колебаний будет отличаться от 𝜔p.
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Рис. 2.20. Схематическое изображение накопления избыточного заряда на границах ячейки и
появления среднего поля при использовании ОГУ.

Резонансы, наблюдаемые на рисунке 2.19а для ОГУ, напоминают колеба
ния Ми, типичные для ионизованных кластеров. В случае сферической системы
частота этих колебаний составляет 𝜔Mie = (4𝜋𝑒2𝑛i/(3𝑚e))

1/2 = 𝜔p/3. Для куби
ческой ячейки ситуация становится сложнее — в этом случае спектр состоит из
нескольких линий на частотах 0.43𝜔p, 0.50𝜔p и 0.79𝜔p [539]. Эти частоты отме
чены на графиках вертикальными штриховыми линиями. Как видно из рисунка,
максимумы 𝐾𝑗𝑗(𝜔) и указанных частотах хорошо совпадают, при этом положе
ния максимумов слабо зависят от параметра неидеальности или числа частиц в
системе.

На рисунке 2.19б показан спектр АФТ, рассчитанный по внутренней обла
сти расчетной ячейки, центр которой совпадает с центром основной ячейки, а
линейный размер по каждой оси в два раза меньше. Как было отмечено выше,
результат расчета потенциальной энергии и давления для такой области хорошо
согласуется с расчетом для всей ячейки с ПГУ. В случае автокоррелятора тока си
туация меняется. С одной стороны, практически пропадают явно выраженные на
рисунке 2.19а максимумы, соответствующие модифицированным колебаниямМи.
С другой стороны, на спектре появляется максимум вблизи плазменной частоты.
Этот максимум, по-видимому, следует отнести к продольным ленгмюровским вол
нам, возникающим в плазме и наблюдаемых также на динамическом структурном
факторе.

Как было отмечено выше, радиус экранирования в неидеальной плазме срав
ним со средними межчастичным расстоянием, поэтому сокращение размера об
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ласти, по которой рассчитывается АФТ, в два раза оказывается достаточным для
того, чтобы поле во внутренней области практически не зависело от граничных
условий и определялось только внутренними полями плазмы. Это приводит к тому,
что, как видно из рисунка 2.19, результаты для ОГУ и ПГУ практически совпа
дают. Таким образом, применение ОГУ несколько затрудняет расчет динамиче
ской проводимости по методике, описанной в начале данной главы, из-за наличия
дополнительных мод колебаний, связанных с накоплением заряда на границах
ячейки. Однако, выделение внутренней области позволяет получить сходные ре
зультаты для различного типа граничных условий, хотя и снижает статистическую
точность.

2.5. Выводы ко второй главе

Несмотря на то, что расчеты проводимости на основе автокорреляционной
функции тока были выполнены еще в первых работах по моделированию неиде
альной электрон–ионной плазмы методом классической МД, остается немало во
просов относительно интерпретации результатов этих компьютерных “экспери
ментов”. Одним из таких вопросов является переход к длинноволновому пределу
в расчете динамической проводимости, которая необходима для определения ко
эффициента отражения и поглощения лазерного излучения при взаимодействии
с плазмой. Из-за конечности расчетной ячейки и используемых в большинстве
расчетов периодических граничных условий эта задача не является тривиальной.

В работе представлена оригинальнаяметодика добавления вМДмодель сред
него поля, которая позволила провести теоретический анализ данной проблемы.
Было показано, что результаты, полученные в рамках этой модели, соответствуют
продольной или внутренней проводимости, в то время как стандартный метод МД
моделирования с периодическими граничными условиями позволяет получить по
перечную или внешнюю проводимость. Предложенные аналитические выражения,
связывающие как продольную, так и поперечную проводимость с эффективной
частотой столкновений позволили подтвердить, что результаты обоих расчетов
дают одинаковую зависимость эффективной частоты столкновений от частоты
возмущающего поля, что означает соответствие их длинноволновому пределу.
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С использованием указанных результатов были рассчитаны значения стати
ческой и динамической проводимости неидеальной плазмы со значением парамет
ра неидеальности 0.1−5. Определена высокочастотная асимптотика эффективной
частоты столкновений для модельного псевдопотенциала Кельбга, а также зависи
мость результатов от температуры, являющейся параметром данного потенциала.

Дополнительно проведен анализ спектра автокоррелятора тока для системы
с отражающими граничными условиями. Показано, что эти результаты могут ис
пользоваться для расчета продольной проводимости при использовании внутрен
ней области расчетной ячейки. Данные результаты имеют значение для развития
метода МДВП, описанного в главе 5.

Результаты данной главы опубликованы в [1–3,21, 22].
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Глава 3

Релаксационные процессы в неидеальной
электрон–ионной плазме

В предыдущей главе были рассмотрены свойства неидеальной электрон–ион
ной плазмы, находящейся в состоянии термодинамического равновесия. Однако,
такое состояние неидеальной плазмы является скорее исключением или удобной
теоретической моделью, так как в экспериментальных условиях создание неиде
альной плазмы, как правило, связано с быстропротекащими процессами выделе
ния энергии и последующей релаксации, поэтому интерпретация наблюдаемых
параметров плазмы должна выполняться с учетом возможных эффектов неравно
весности.

В разделе 1.1 уже рассматривались примеры неравновесных сред, таких как
плазма, генерируемая фемтосекундными лазерными импульсами, плазма за фрон
том ударной волны, прикатодная плазма, электровзрыв проводников и др. Работы
по изучению релаксации в неидеальной плазме с помощью аналитических моде
лей [403–407] и компьютерногомоделирования [200,363,377,381,382,389,390,402]
показали, что в ходе установления равновесия имеют место особенности, не под
дающиеся описанию классической теорией, поэтому роль компьютерного модели
рования здесь довольно велика.

Как было отмечено ранее, не все методы компьютерного моделирования спо
собны описывать неравновесные среды. В основе подхода Томаса-Ферми, класси
ческого и квантового методов Монте-Карло заложено предположение о термоди
намическом равновесии. Метод квантовой молекулярной динамики, основанной
на ТФП, позволяет рассматривать неравновесную динамику ионов, однако со
стояние электронной системы по-прежнему считается равновесным. В этой связи
возможность исследовать неравновесные состояния и релаксационный процессы с
помощью классическойМД является неоспоримым преимуществом этого метода.

В данной главе представлены результаты исследования различного типа
неравновесных систем и релаксационных процессов с помощью МД моделиро
вания. В первую очередь речь идет о пространственно ограниченных областях
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плазмы, возникающий при воздействии на конденсированные мишени высоко
энергетичных многозарядных ионов или электрических разрядов. В этом случае
на границе плазма–вакуум или плазма–конденсированное вещество происходит
формирование так называемого двойного электрического слоя. Форма этого слоя
и скорость его установления играют важную роль в интерпретации эксперимен
тальных данных.

3.1. Формирование двойного электрического слоя на границе
плазма–вакуум

Рассмотрим для начала модельную задачу формирования двойного электри
ческого слоя на плоской границе плазма–вакуум, которая ввиду своей простоты
наилучшим образом подходит для теоретического анализа.

Здесь и в последующих разделах данной главы применяется одинаковая схе
ма расчета релаксационных процессов, описанная в [530]. Сначала система частиц
выводится на равновесие с заданной температурой 𝑇0 с помощью термостата, по
сле чего термостат отключается и выполняется расчет опорной равновесной МД
траектории с периодическими граничным условиями, как это было описано в
предыдущей главе. Для инициирования релаксации на опорной траектории вы
бираются моменты времени 𝑡𝑘, отстоящие друг от друга на интервал порядка
времени динамической памяти 𝜏m [388] (рисунок 3.1). Использование данного ин
тервала обеспечивает статистическую независимость выбранных конфигураций
частиц в фазовом пространстве скоростей и координат. Затем в каждой из таких
конфигураций равновесие одинаковымобразомнарушается (например, убираются
граничные условия по одной из осей), после чего выполняется расчет релаксации
системы к равновесию. Полученные на каждой из релаксационных траекторий
зависимости исследуемых величин от времени 𝐴𝑘(𝑡) усредняются по ансамблю
начальных состояний 𝐴(𝑡) = ⟨𝐴𝑘(𝑡)⟩𝑘.

Эта схема удобна в том числе для проведения расчетов на параллельных вы
числительных кластерах, где каждая из релаксационных траекторийможет незави
симо рассчитываться на отдельном процессоре, что обеспечивает эффективность
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Рис. 3.1. Схема моделирования релаксационных процессов: создание опорной равновесной МД
траектории, выбор начальных точек для создания неравновесного состояния 𝑡𝑘, моделирование
релаксации, усреднение по ансамблю; 𝜏m — время динамической памяти.

распараллеливания, близкую к 100 %.
Для генерации опорных равновесных траекторий использовался набор на

чальных состояний плазмы, указанный в таблице 3.1. Заряд ионов принимался
равным 𝑍 = 1. Взаимодействие между частицами описывалось посредством мо
дифицированного потенциала Кельбга (1.18).

Для моделирования процесса формирования двойного электрического слоя
на границе плазма–вакуум положения ионов фиксировались, а для электронов от
ключались периодические граничные условия по оси 𝑧. В результате происходила
частичная эмиссии электронов с образовавшихся открытых поверхностей плазмы.
Эмиссия происходила до тех пор, пока поле нескомпенсированного заряда ионов
в основной части ячейки не препятствовало дальнейшему вылету электронов. Ре
зультаты для положительного и отрицательного направлений оси 𝑧 усреднялись.
Размер ячейки по оси 𝐿𝑧 выбирался таким образом, чтобы концентрация электро
нов в центре ячейки оставалась близка к исходной 𝑛e0.

Результаты установившегося профиля электронов при различных парамет
рах неидеальности показаны на рисунке 3.2 в полулогарифмическом и двойном
логарифмическом масштабах. Координата 𝑧 = 0 соответствует исходной гра
нице ячейки. На рисунке 3.2а расстояние нормировано на классический радиус
экранирования, в качестве которого здесь в последующих разделах данной главы
используется величина 𝜆D = (𝑘B𝑇/(4𝜋𝑛𝑒𝑒

2))1/2 =
√
2𝑟D, так как ионы считаются

неподвижными. Значения 𝜆D также указаны в таблице 3.1. Как видно из рисун
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Таблица 3.1. Параметры моделирования двойного электрического слоя на границе плазма–вакуум:
𝑇e и 𝑛e0— начальная температура и концентрация электронов, Γ и Θ— параметры неидеальности
и вырождения, 𝑁𝑖 — полное число ионов (электронов), 𝜆D =

√
2𝑟D — классический радиус

экранирования, 𝜏e — период ленгмюровских колебаний, 𝜏rel — характерное время установления
двойного слоя.

№ 𝑇e, 103 K 𝑛e0, 1021 см−3 Γ Θ 𝑁𝑖 𝜆D, нм 𝜏e, фс 𝜏rel, фс
1 30 0.011 0.2 142 1024 36.0 33.5 40± 10

2 30 0.173 0.5 22.9 512 9.10 8.48 22± 6

3 30 1.38 1 5.72 256 3.22 3.00 8± 2

4 30 11.1 2 1.43 256 1.14 1.06 2.0± 0.5

ка, ширина двойного слоя оказывается зависящей только от величины 𝜆D при
всех исследованных значениях начальной плотности. Это может быть следстви
ем уменьшения степени неидеальности в области двойного слоя и отсутствием
эффектов неидеальности. Абсолютные значения ширины слоя можно оценить из
рисунка 3.2а, где расстояние указано в ангстремах. Рисунок также показывает
участок степенного спада концентрации электронов 𝑛e ∼ 𝑧𝛼 с 𝛼 ≈ −1.
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Рис. 3.2. Распределение концентрации электронов вдоль оси 𝑧, где 𝑧 = 0 — начальное положение
границы плазма–вакуум: точки—МД моделирование для различной степени неидеальности (зна
чения Γ указаны на графике), пунктирная линия на рисунке (б) — степенная аппроксимация.

В таблице 3.1 также приведено характерное время установления двойного
слоя 𝜏rel. Видно, что это время уменьшается с ростом плотности плазмы и состав
ляет примерно 𝜏rel ≈ 2𝜏e.
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3.2. Формирование двойного электрического слоя вблизи
поверхности металла в условиях униполярной дуги

3.2.1. Постановка задачи

Практический важным случаем, в котором проявляются свойства двойно
го электрического слоя на границе неидеальной плазмы, является плазма, обра
зующаяся на поверхности металла в результате электрического пробоя высоко
вольтных устройств вакуумной электроники: микроволновых волноводов и резо
наторов, используемых, например, для ввода энергии в современных ускорителях
частиц. Явления пробоя приводят к разрушению внутренних поверхностей ука
занных устройств и преждевременному выходу их из строя. В ряде работ [78, 80]
показано, что начальная стадия формирования пробоя связана с образованием
плазмы вблизи металлической поверхности, находящейся в сильном электриче
ском поле.

В формировании плазмы участвует несколько процессов. Согласно моде
ли [540] в первую очередь происходит распыление вещества поверхности под
действием сильного электрического поля. Затем облако вылетевших атомов бом
бардируется потоком электронов, ионизованных с поверхности и ускоренных на
обратном полупериоде колебаний поля (в СВЧ устройствах). В результате этого
получается слой ионизованной неидеальной плазмы, которая частично или пол
ностью экранирует поверхность металла от внешнего поля. Характерная толщина
плазменного слоя находится в нанометровом диапазоне. Вследствие экранировки
дальнейшие процессы в приповерхностном слое определяются уже взаимодей
ствием плазмы с металлом. Одним из таких процессов является образование уни
полярных дуг (unipolar arcs), приводящих к эрозии поверхности (рисунок 3.3) и
выходу из строя микроволновых устройств. Альтернативным механизмом разру
шения поверхности являются эктоны [77].

В данном подразделе рассматривается моделирование структуры и ширины
двойного слоя в приповерхностной плазме, скорость установления равновесного
распределения зарядов, а также величина поля и разность потенциалов на поверх
ности металла с учетом плазменной экранировки. Эти данные необходимы для
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(а) (б)

Рис. 3.3. Изображение поверхности медного катода, полученные с помощью сканирующей элек
тронной микроскопии [79]. На рисунке видна субмикронная структура повреждений, полученных
в результате воздействия единичной униполярной дуги (а) и множественных униполярных дуг (б).

понимания начального этапа формирования униполярной дуги.
Как показали расчеты [540], выполненные методом Particle-In-Cell, концен

трация электронов в плазме вблизи неоднородностей поверхности, являющих
ся центрами эмиссии, достигает 𝑛e = 1020 см−3. При температуре в диапазоне
𝑇e = 1 − 10 эВ такая плазма является неидеальной с параметром неидеальности
Γ ∼ 1 и радиусом экранирования, сравнимым со средним межчастичным рассто
янием. Для такой плазмы приближенное описание столновительных процессов,
используемое в методе Particle-In-Cell, является некорректным, поэтому актуаль
ным является моделирование с применением метода классическойМД, позволяю
щее изучить времена релаксации двойного слоя и исследовать экранировку поля
металлической поверхности.

3.2.2. Описание метода моделирования

Для МД моделирования была рассмотрена однократно ионизованная невы
рожденная электрон–ионная плазма меди с параметром неидеальности Γ =

0.05 − 4. Электрон–ионное взаимодействие описывалось псевдопотенциалом с
функцией ошибок (1.20) и значением параметра 𝜆ei = 0.21 нм, обеспечивающим
энергию основного состояния пары электрон–ион 𝑉ei(0) = −7.73 эВ, равную по
тенциалу ионизации меди. Электрон–электронное взаимодействие считалось ку
лоновским (1.13).Шаг по времени варьировался в интервалеΔ𝑡 = 0.0001−0.01фс.

В качестве начального состояния использовалась полученная в результате
предварительного расчета равновесная пространственно однородная плазма с па
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раметрами, указанными в таблице 3.2. Как и в предыдущем подразделе, для каж
дого набора параметров из таблицы 3.2 генерировалась последовательность стати
стически независимых микросостояний (наборов координат и скоростей частиц),
которые в дальнейшем брались в качестве начальных условий для моделирования
установления двойного электрического слоя. Окончательные результаты усредня
лись по указанным начальным состояниям.

Таблица 3.2. Параметры моделирования приповерхностной плазмы: 𝑇e — начальная температура
электронов, 𝑛𝑒 — концентрация электронов (ионов), 𝐿𝑧 и 𝐿𝑥 — размеры ячейки в продольном и
поперечном направлениях, 𝑁𝑖 — полное число ионов (электронов), Γ— параметр неидеальности,
Θ — параметр вырождения, 𝜆D =

√
2𝑟D — классический радиус экранирования.

№ 𝑇e, эВ 𝑛e, 1021 см−3 𝐿𝑥, нм 𝐿𝑧, нм 𝑁𝑖 Γ Θ 𝜆D, нм
1 1.0 0.0001 120 360 518 0.11 1272 23.5
2 1.0 0.001 55 165 499 0.23 274 7.43
3 1.0 0.01 25 75 468 0.50 59.0 2.35
4 1.0 0.1 11 33 399 1.08 12.7 0.74
5 1.0 1.0 5 15 375 2.32 2.74 0.24
6 1.0 5.0 2.8 8.4 329 3.97 0.94 0.11
7 10 0.01 25 75 468 0.05 590 7.43
8 10 1.0 5 15 375 0.23 27.4 0.74
9 10 100 1 2.5 300 1.08 1.27 0.07

Для исследования двойного электрического слоя вблизи интерфейса плазма–
металл одна из сторон МД ячейки рассматривалась в качестве металлической по
верхности. Схема ячейки показана на рисунке 3.4, где металлическая поверхность
соответствует координате 𝑧 = 0. В расчете учитывался суммарный заряд поверх
ности: при попадании на нее электрона он адсорбировался, в результате чего к
поверхности добавлялся соответствующий отрицательный заряд 𝑞surf ← 𝑞surf − 𝑒.
Поверхностная плотность заряда рассчитывалась как 𝜎 = 𝑞surf/(𝐿𝑥𝐿𝑦), где 𝐿𝑥, 𝐿𝑦

— размеры ячейки по осям 𝑥 и 𝑦 (𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 = 2𝑎).
В зависимости от заряда поверхности в ячейке создавалось электрическое

поле, направленное вдоль оси 𝑧

𝐸𝑧(𝑧) = 4𝜎arctg

(︂
𝑎2

𝑧
√
2𝑎2 + 𝑧2

)︂
. (3.1)
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Рис. 3.4. Схема расчетной ячейки для моделирования приповерхностной электрон–ионной плаз
мы. Металлическая поверхность располагается слева. Затемнением показана область двойного
электрического слоя.

В пределе 𝑧 → 0 это выражение переходит в формулу для однородно заряжен
ной плоскости 𝐸𝑧 = 2𝜋𝜎, а на больших расстояниях 𝑧 → ∞ — в кулоновский
потенциал 𝐸𝑧 = 4𝑎2𝜎/𝑧. Использование данного выражения вместо упрощенной
модели 𝐸𝑧 = 2𝜋𝜎 является существенным, так как поле однородно заряженной
плоскости не может быть экранировано зарядами. Помере накопления заряда поле
𝐸𝑧 препятствует дальнейшему потоку электронов на поверхность, что в конечном
итоге приводит к формированию стационарного двойного электрического слоя.

По осям 𝑥, 𝑦 расчетная ячейка имела периодические граничные условия,
движение частиц вдоль оси 𝑧 ограничивалось лишь на большом расстоянии от по
верхности 𝐿𝑧, заведомо превышающем ширину приповерхностного слоя плазмы.
Такие граничные условия устанавливались в начале расчета для каждого указан
ного выше начального состояния, после чего наблюдалась релаксация системы к
равновесию. Расчеты проводились с различными размерами расчетной ячейки для
подтверждения того, что увеличение размеров не влияет на результат в пределах
статистической ошибки.

Ионы в данном расчете считались неподвижными, так как их динамика не
вносит существенного влияния на формирование двойного слоя в интервале вре
мен, соответствующим электронной релаксации. В то же время при усреднении
по начальным условиям использовались различные положения ионов.

Сохранение полной энергии обеспечивалось на уровне долей процента.
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Уменьшение температуры электронов за счет адсорбции наиболее быстрых элек
тронов плазмы поверхностью составляло 1− 10 %.

3.2.3. Установление двойного электрического слоя

Перейдем теперь к результатам моделирования. Для рассматриваемых пара
метров плазмы резкое нарастание напряженности поля вблизи поверхности и уста
новление двойного электрического слоя наблюдается на временах порядка 1 фс
(рисунок 3.5а). На рисунке 3.5б показано формирование стационарного профиля
электронной плотности вдоль оси 𝑧 в процессе релаксации. Времена установления
распределений электронов внутри ячейки примерно соответствуют описанным в
таблице 3.2. Полученные стационарные распределения концентрации электронов
и ионов вдоль оси 𝑧 представлены на рисунке 3.6.
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Рис. 3.5. (а) Зависимость напряженности электрического поля 𝐸surf вблизи металлической по
верхности от времени для различных концентраций электронов в плазме (значения концентраций
указаны на графике), 𝑇e = 1 эВ. (б) Профиль концентрации электронов, отнесенной к начальной
концентрации 𝑛0, вдоль оси 𝑧 для различных моментов времени, указанных на графике, 𝑇e = 1 эВ,
𝑛0 = 1017 см−3.

Поскольку ионы неподвижны в основной части расчета, их распределение
на рисунке 3.6 в среднем однородно и соответствует исходным конфигурациям,
полученным на предварительном этапе моделирования пространственно однород
ной плазмы. Электроны же за счет взаимодействия с металлической поверхностью
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Рис. 3.6.Профилиплотности электронов и ионов для конечного стационарного состояния двойного
электрического слоя в зависимости от средней начальной концентрации электронов: (а) 𝑛e =
1017 см−3, (б) 𝑛e = 1019 см−3, (в) 𝑛e = 1021 см−3. Все расчеты приведены для 𝑇e = 1 эВ.

формируют хорошо наблюдаемый слой приповерхностной плазмы с положитель
ным зарядом (двойной электрический слой).

Распределение плотности заряда вдоль оси 𝑧 определяется разницей между
концентрациями ионов и электронов. На рисунке 3.6 она представлена в полуло
гарифмическом масштабе. Из рисунка видно, что, начиная с некоторого удаления
от поверхности, наблюдается экспоненциальный спад плотности заряда с рассто
янием 𝜎(𝑧) ∼ e−𝑧/𝜆exp. При высоких плотностях плазмы экспоненциальному спаду
предшествует неэкспоненциальная область.
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Рис. 3.7. Распределение заряда в двойном слое (произвольные единицы): точки — результаты
МД моделирования, сплошные линии— экспоненциальная аппроксимация. Параметры плазмы на
рисунках (а)–(в) соответствуют рисункам 3.6(а)–(в).
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3.2.4. Зависимость ширины двойного слоя от параметров плазмы

Эффективнуюширину двойного слоя можно определить двумя способами. В
первом случае ее можно считать равной показателю экспоненты 𝜆exp, во втором—
расстоянию от поверхности 𝜆, на котором плотность заряда спадает до величины
𝜎(𝜆) = 𝜎(0)/e, где e—основание натурального логарифма (см. вставку на рисун
ке 3.6в). Обе величины совпадают при отсутствии неэкспоненциального участка
спада заряда вблизи поверхности.

На рисунке 3.8 показана зависимость величин 𝜆 и 𝜆exp от средней концентра
ции электронов. Как видно из рисунка, величина 𝜆exp следует дебаевской зависи
мости от концентрации 𝜆exp ∼ 𝑛

−1/2
𝑒 , в то время какфактическаяширина двойного

слоя 𝜆 имеет иную зависимость. Интерполяционные формулы для полученных из
МД значений указанных величин имеют вид:

𝑇e = 1 эВ : 𝜆exp = 1.7𝜆D, 𝜆[нм] = 1.0 · 1011 (𝑛e[м−3])−0.405, (3.2)

𝑇e = 10 эВ : 𝜆exp = 1.7𝜆D, 𝜆[нм] = 3.18 · 1012 (𝑛e[м−3])−0.449. (3.3)
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Рис. 3.8. Ширина двойного слоя в зависимости от средней электронной концентрации для двух
значений температуры: (а)𝑇e = 1 эВ; (б)𝑇e = 10 эВ. Закрашенные кружки и аппроксимирующая их
сплошная линия — ширина двойного слоя по уровню 1/e, незакрашенные кружки и аппроксими
рующая их штриховая линия— скорость экспоненциального спадания заряда вблизи поверхности
(см. рисунок 3.7), сплошная черная линия — теоретическое значение дебаевского радиуса.
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Отношения 𝜆exp/𝜆D и 𝜆/𝜆D показаны на рисунке 3.9 в зависимости от тем
пературы, концентрации электронов и параметра неидеальности. Этот рисунок
иллюстрирует тот факт, что с возрастанием электронной плотности радиус эк
нранирования 𝜆D, традиционно используемый для оценки ширины двойного слоя,
все менее соответствует фактическому значению ширины. Из рисунка 3.9б вид
но, что отношение 𝜆/𝜆D в указанном диапазоне параметров является в основном
функцией параметра неидеальности Γ. Это подтверждает предположение о том,
что неэкспоненциальный характер экранировки металлической поверхности яв
ляется эффектом неидеальности плазмы.
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Рис. 3.9. Отношение ширины двойного слоя к классическом радиусу экранирования в зависимости
от (а) концентрации электронов, (б) параметра неидеальности. Значения температур указаны на
графиках.

3.2.5. Напряженность электрического поля вблизи поверхности

Напряженность электрического поля вблизи поверхности 𝐸 = 𝐸𝑧(𝑧 → 0)

в зависимости от параметров плазмы показана на рисунке 3.10. Аппроксимация
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данных МД моделирования (пунктирные линии) задается выражениями

𝑇𝑒 = 1 эВ : 𝐸[ГВ/м] = 2.57 · 10−15 (𝑛𝑒[м−3])−0.577, (3.4)

𝑇𝑒 = 10 эВ : 𝐸[ГВ/м] = 1.21 · 10−13 (𝑛𝑒[м−3])−0.531. (3.5)

Сплошные линии на рисунке 3.10 соответствуют оценкам [78], которые, как
видно из рисунка, дают завышенное значение напряженности. Однако, если в
формуле (2) из [78], которая имеет вид

𝐸 =
𝑉f
𝜆D

= (𝜋𝑛𝑒𝑘B𝑇e)
1/2 log[𝑚i/(2𝜋𝑚e)], (3.6)

выполнить замену дебаевского радиуса 𝜆D на результат 𝜆(𝑛e, 𝑇e), полученный из
МД моделирования

𝐸 = 𝑉f/𝜆(𝑛e, 𝑇e), (3.7)

то оценки напряженности, показанные на рисунке крестиками, существенно луч
ше согласуются с непосредственными результатами МД моделирования. Это под
тверждает самосогласованность модели и в совокупности с интерполяционными
формулами (3.4) – (3.5) дает универсальный алгоритм расчета напряженности поля
для различных параметров плазмы.

На рисунке 3.11 показан также потенциал плазмы вблизи поверхности, рас
считанный с использованием простого соотношения 𝜑 = 𝐸/𝜆, в котором и вели
чина электрического поля 𝐸, и длина двойного слоя 𝜆 получены из МД модели
рования. Более строгий результат можно получить путем интегрирования распре
деления электрического поля в плазме, однако это требует более точного расчета
плотности заряда вдали от поверхности.

Полученные результаты МД моделирования могут быть использованы в
качестве входных параметров для методов более высокого уровня, например
Particle-In-Cell, в рамках многомасштабной модели.
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Рис. 3.10.Напряженность электрического поля вблизи поверхности в зависимости от концентрации
электронов и температуры. Результаты МД моделирования (кружки) и аппроксимирующие их
зависимости (штриховые линии) сравниваются с исходной моделью (3.6) (сплошные линии) и с
модифицированной моделью (3.7), в которой дебаевский радиус заменен на фактическую ширину
двойного слоя, полученную из МД моделирования (крестики). Температуры для рисунков (а) и (б)
указаны на графиках.

3.3. Релаксация неидеальной плазмы, образованной одиночным
многозарядным ионом в конденсированной мишени

3.3.1. Постановка задачи

В разделе 1.1.7 уже обсуждались работы по воздействию потоков заряженных
частиц на вещество, приводящих к образованию неидеальной плазмы или разогре
того плотного вещества. Как правило, речь в данных работах идет об интенсивных
потоках ионов, энергия которых поглощается в среде, формируя плазменное обра
зование макроскопического размера. Однако, не менее важно рассмотреть процесс
взаимодействия одиночного иона с конденсированной мишенью, не приводящий
к ионизации всей мишени или значительное ее части. Исследования этих про
цессов важны для оценки повреждений конструкционных материалов ядерных
и термоядерных реакторных установок при облучении их продуктами реакций,
в медицинских приложениях при создании методов ионной терапии опухолевых
процессов и в других приложениях [541,542].

Если энергия налетающего иона достаточно велика, то при его проникнове
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оценка [78].

нии в твердотельную мишень происходит образование канала, в котором выделив
шаяся за счет взаимодействия с атомами мишени энергия приводит к ионизации
вещества и формированию неравновесной неидеальной плазмы (рисунок 3.12).
Свойства такой среды достаточно сильно отличаются от пространственно одно
родной плазмы, рассмотренной в предыдущей главе. Релаксация образовавшихся
ионов приводит в конечном счете к образованию дефекта (ионного трека), а накоп
ление треков от последовательного облучения большим количеством ионов может
существенным образом изменить механические и другие свойства образца. При
этом наблюдаемое излучение ионов среды в рентгеновском диапазоне, вызванное
их рекомбинацией и внутриатомными переходами, может быть использовано для
диагностики и верификации теоретических моделей [257–259].

Таким образом, процесс образования ионного трека включает образование
возбужденных ионов мишени и свободных электронов вследствие многократной
ионизации полем налетающего быстрым иона, термализацию электронов с обра
зованием квазиравновесной неидеальной плазмы и, наконец, релаксацию возбуж
денных состояний ионов с излучением рентгеновских спектральных линий. В ка
честве вещества мишени рассматривались атомы с зарядовым числом 10− 20, т.е.
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Рис. 3.12. Схематичное изображение плазменного канала и области повреждения вещества, обра
зованных воздействием многозарядного тяжелого иона на конденсированную мишень.

имеющие заполненные K- и L-оболочки, а также несколько электронов в M-обо
лочке.

В данном разделе рассмотрена модель образования и релаксации неидеаль
ной плазмы. Информация о характерных временах релаксационных процессов в
плазме, полученная на основе МД моделирования, используется затем для кор
ректировки модели излучения атомных спектров.

3.3.2. Оценка начального состояния плазмы

Оценки размера области ионизации вещества под воздействием многозаряд
ного тяжелого иона основываются на теоретических моделях, описанных в обзо
ре [541]. Поскольку диагностика может быть выполнена только в рентгеновском
диапазоне, в первую очередь необходимо оценить область образования ионов с
вакансиями в К-оболочке, так как именно они генерируют впоследствии наблю
даемое рентгеновское излучение. Эти атомы образуются в центральной области
трека, тогда как ионы с вакансиями в L- и M-оболочках — ближе к периферии.

В первую очередь мы будем ориентироваться на экспериментальные ра
боты [257–259], в которых исследовалось воздействие ионов Ni+14 с энергией
3 − 11 МэВ/нуклон на аэрогельные SiO2 мишени плотностью 0.15 г/см3. В этом
случае расчеты показывают, что область образования К-вакансий можно рассмат
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ривать в форме цилиндра диаметром 1−1.5 Å и длиной 200 мкм. При этом энерго
выделение в пересчете на одну молекулу мишени составит порядка 7− 15 КэВ, из
которых порядка 5− 6 КэВ будет потрачено на ионизацию атомов и образование
К-вакансии, а оставшиеся 1 − 10 КэВ могут быть переданы возникшим свобод
ным электронам плазмы. Учитывая, что при ионизации M- и L-оболочек атома
Si и двух атомов O может образоваться порядка 16 − 24 свободных электронов,
их средняя энергия должна лежать в диапазоне 40 − 400 эВ. Однако, эта оценка
не учитывает, что основное выделение энергии происходит вблизи пика Брегга.
Уточненная модель дает значение энергии 10− 100 эВ на электрон. Длительность
первичной ионизации атомом мишени составляет порядка 10−3 − 10−2 фс.

3.3.3. Параметры МД моделирования

Задачами МД моделирования в данном случае является оценка уменьшения
концентрации свободных электронов за счет их диффузии из области ионного
трека, времени установления равновесного распределения электронов по скоро
стям, времени плавления ионной решетки и скорости рекомбинации электронов
на высоколежащие атомные уровни.

Для выполнения этой оценки будем считать, что к моменту окончания иони
зации средний заряд ионов равен 𝑍 = 2− 4, концентрация электронов составляет
𝑛e = 2 · 1023 см−3, а начальная их температура 𝑇e ⩽ 50 эВ. Это соответствует зна
чению параметра неидеальности Γ ⩾ 0.27, что говорит о неприменимости теории
идеальной плазмы для расчета релаксационных процессов [381,402].

3.3.4. Равновесное распределение электронов

ДляМДмоделирования было выбрано расположение ионов с зарядами𝑍 = 2

и 𝑍 = 4 в плоскости, ортогональной направлению движения иона, как показано на
вставке в рисунок 3.13а. Ионы расхоложены в узлах гексагональной кристалличе
ской решетки с периодом 𝑎. Ячейка МД моделирования периодически продолжа
ется в направлении движения налетающего иона (ось 𝑧), тогда как по осями 𝑥, 𝑦
ограничения на движения частиц отсутствуют. Такая модель весьма приближенно
описывает структуру SiO2 мишени, однако она достаточна для оценки времен ре
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лаксации по порядку величины и качественного описания эволюции электронов в
плазме.

На том же рисунке показано полученное из МД моделирования установив
шееся радиальное распределение электронов при температурах 14 и 25 эВ. Ионы в
этом расчете можно считать неподвижными. Максимум распределения при 𝑟 = 𝑎

соответствует расположению внешних ионов. Интегрирование этой зависимости
показывает, что общее число электронов в области 𝑟 < 1.5𝑎 составляет не менее
85% от общего числа электронов (рисунок 3.13б). Данный результат означает, что
несмотря на частичнуюдиффузиюэлектронов из области ионизации, большинство
из них удерживается кулоновскими силами, формирующими двойной электриче
ский слой. Концентрация электронов в этой области оказывается достаточной для
того, чтобы электрон–ионные столкновения оказали заметное влияние на релак
сацию возбужденных состояний ионов.
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Рис. 3.13. (а) Стационарное радиальное распределение концентрации электронов в плоскости,
ортогональной направлению движения иона; (б) зависимость полного числа электронов в цилин
дрической области 𝑟 < 1.5𝑎 от времени по отношению к его начальному значению, полученные
из МД моделирования: сплошная линия — при температуре электронов 𝑇e = 14 эВ, пунктирная
линия — 𝑇e = 25 эВ. Расположение ионов в той же плоскости показано на вставке. Расстояние на
рисунке (а) измеряется в средних межатомных расстояниях 𝑎.
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3.3.5. Релаксация скоростей электронов

Второй задачей моделирования было исследование релаксации функции рас
пределения электронов по скоростям. Для этого рассматривалась пространствен
но однородная система с периодическими граничными условиями. Для статисти
ческого усреднения использовался метод, описанный в [3]. Изначально плазма
выводилась на равновесие и рассчитывалась достаточно длинная равновесная МД
траектория с 𝑇e = 𝑇i. Это необходимо для получения набора из 50-400 началь
ных состояний, в которых пространственные распределения электронов и ионов
различны и статистически независимы. Затем в каждом из таких состояний ионы
останавливались, а модули скорости всех электронов устанавливались равными
𝑣0 = (3𝑘B𝑇0/𝑚e), при том что их направления оставались различными. Начальная
температура 𝑇0 выбиралась в диапазоне 10 − 50 эВ. Далее проводилось моде
лирование релаксации указанного состояния к равновесию. На последнем этапе
выполнялось усреднение всех полученных зависимостей физических величин от
времени по ансамблю начальных состояний. Полное число частиц в МД ячейке
составляло 𝑁 = 1000− 2000.

На рисунке 3.14 показана релаксация функции распределения электронов
по скоростям, которая в начальный момент 𝑡 = 0 имеет вид 𝑓(𝑣) = 𝛿(𝑣 − 𝑣0). В
момент времени 𝑡 = 0.1 фс функция распределения уже близка по форме к макс
велловской, однако наклон ее экспоненциальной части не соответствует средней
кинетической энергии электронов. Наконец, при 𝑡 = 1 фс распределение хоро
шо совпадает с распределением Максвелла в данном диапазоне скоростей. Это
время и можно считать характерным временем релаксации электронной функции
распределения.

В целом расчеты для указанного диапазона начальных температур показали,
что релаксация функции распределения для электронов происходит на временах
не превышающих 1 фс. Например, для 𝑇0 = 25 эВ это время составляет 0.25 фс.
Поскольку эти времена на порядок величины меньше, чем характерное время
релаксации и рентгеновского излучения возбужденных ионов, имеющих вакансию
в K-оболочке, то можно считать, что релаксация ионов происходит в окружении
термализованных электронов плазмы, за исключением так называемых горячих
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Рис. 3.14. Распределение электронов по скоростям в последовательные моменты времени: (а)
𝑡 = 0.01 фс, (б) 𝑡 = 0.1 фс, (в) 𝑡 = 1 фс. Скорости нормированы на тепловую скорость 𝑣0
для 𝑇0 = 50 эВ. Гистограмма — текущее распределение, кривая — распределение Максвелла
для температуры 𝑇 = 3𝐾/(2𝑘𝐵), где 𝐾 — средняя кинетическая энергия электронов в данный
момент времени.

или быстрых электронов.
Экспериментальные данные показывают наличие в системе некоторого коли

чества горячих электронов со средней кинетической энергией, соответствующей
𝑇e = 3 кэВ. Моделирование показало, что характерное время их термализации
составляет 𝑡 ≈ 30 фс (рисунок 3.15). Концентрация этих электронов составляла
порядка 0.001𝑛e, поэтому, как показали расчет, они практически не оказывали
влияния на температуру основной части плазмы (температура плазмы показана
на рисунке 3.15 пунктирной линией). Тем не менее, эти электроны учитывались в
кинетической модели релаксации ионов, описанной ниже.

3.3.6. Рекомбинация электронов и плавление ионой решетки

Рекомбинацию электронов, вообще говоря, нельзя изучать в рамках клас
сической молекулярной динамики. Однако, время рекомбинации можно оценить,
если рассмотреть образование связанных состояний электронов и ионов, соот
ветствующих высоколежащим квазиклассические атомным уровням. Для этого из
системы сначала искусственно удаляются все связанные пары электронов и ионов,
а затем наблюдается динамика их образования [426,427]. Для исследуемой плазмы
такая оценка дает характерное время рекомбинации 𝑡 = 100 фс.

Время разлета плазмы определяется динамикой ионов, которые в начальный
момент имеют достаточно низкую температуру (𝑇i ≪ 𝑇e), а затем разогреваются
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Рис. 3.15. Термализация “горячих” электронов, образованных при ионизации среды: сплошная
линия— зависимость мгновенной температуры горячих электронов от времени, пунктирная линия
— средняя температура окружающей их плазмы.

за счет двух одновременно идущих процессов: преобразования кулоновской энер
гии взаимодействия в кинетическую и электрон–ионной релаксации. В частности,
важным представляется вопрос о том, как быстро происходит плавление ионной
решетки после ионизации.

В проведенных МД расчетах ионы считались изначально неподвижными
𝑇i(0) = 0 и находящимися в узлах кубической кристаллической решетки. Для
того, чтобы уменьшить время расчета, было выбрано модельное соотношение
масс ионов и электронов, равное 𝑚i/𝑚e = 100. В [389] показано, что динамика
электронов не зависит от данного отношения при𝑚i/𝑚e ⩾ 100, а характерные вре
мена релаксации ионов реальной массы𝑚*i получить домножением на множитель
(𝑚*i /𝑚i)

1/2.
Для определения времени существования кристаллической решетки рассчи

тывалась зависимости от времени для параметра Линдемана 𝛿L =
√︀
⟨Δ𝑟2⟩/𝑎, где

Δ𝑟 — смещение иона относительно положения равновесия. Указанное на рисун
ке 3.16 время соответствует ионам 𝑚i/𝑚e = 51573. Излом кривой при 𝑡 = 1.5 пс
указывает на плавление ионной решетки. Это время значительно превышает как
время электронной релаксации, так и время высвечивания рентгеновских спек
тральных линий, поэтому динамикой ионов в данной задаче можно пренебречь.
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Рис. 3.16. Зависимость параметра Линдемана от времени при плавлении кристаллической решетки
кремния (МД расчет).

3.3.7. Релаксация возбужденных состояний ионов

Эволюция возбужденного состояния ионом может быть описана системой
зависящих от времени кинетических уравнений [543]

𝑑𝑁𝑍
𝑘

𝑑𝑡
=
∑︁
𝑚,𝑍 ′

𝐾𝑍𝑍 ′

𝑘𝑚 𝑁𝑍 ′

𝑚 , (3.8)

где𝑁𝑍
𝑘 (𝑡)—населенность 𝑘-того состояния в ионе со спектроскопическим симво

лом𝑍,𝐾𝑍𝑍 ′

𝑘𝑚 —кинетическая матрица, недиагональные элементы которой дают ве
роятности перехода (𝑚,𝑍 ′)→ (𝑘, 𝑍) в результате всех элементарных процессов, а
диагональные со знаком минус равны суммарной вероятности распада состояния
(𝑘, 𝑍). Система уравнений (3.8) решалась как для основных, так и низколежа
щих возбужденных состояний. В кинетической матрице учитывались процессы
ионизации электронным ударом, тройной рекомбинации, фоторекомбинации, ра
диационного распада, автоионизации и диэлектронного захвата, константы для
которых указаны в [543]. Начальные значения 𝑁𝑍

𝑘 (𝑡) определяются известными
из литературы сечениями многократной ионизации ионов.

Предварительные оценки показывают, что скорость процессов рекомбинации
составляет несколько десятков фемтосекунд. Согласно указанным выше резуль
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татамМД моделирования установление двойного электрического слоя и термали
зация основных электронов плазмы происходит гораздо быстрее (порядка 1 фс),
а рекомбинация электронов и плавление ионной решетки, напротив, имеют су
щественно большие характерные времена (100 фс и 1 пс, соответственно). Таким
образом, при расчете кинетики возбуждения ионов можно считать, что темпера
тура и плотность плазмы не меняются.

Решение системы уравнений (3.8) показывает, что время полной релакса
ции автоионизационных состояний ионов на стационарные значения составляет
порядка 100 фс, однако релаксация наиболее обильных ионов происходит за вре
мена порядка 10 − 20 фс, после чего их населенности становятся относительно
малыми. Таким образом, основной вклад в рентгеновское излучение плазмы будет
определяться временами 𝑡 ⩽ 10 − 20 фс, что подтверждает правильность сде
ланных выше предположений. На рисунке 3.17 показаны примеры теоретическо
го расчета интенсивности спектральных линий без учета плазменных процессов
(атомная модель) и с учетом влияния электрон–ионных столкновений согласно
приведенным выше оценкам (плазменная модель). Сравнение с эксперименталь
ными данными [258,259] показывает, что плазменная модель существенно лучше
описывает результаты измерений. Расчет кинетики возбуждения ионов и интен
сивности спектральных линий выполнен Скобелевым И.Ю. и Фаеновым А.Я.

3.4. Выводы к третьей главе

Метод классической МД был применен для анализа ряда неравновесных си
стем, представляющих собой пространственно неоднородную неидеальную элек
трон–ионную плазму. В первом случае была рассмотрена модельная система плос
кого слоя плазмы, имеющего резкую границу. Эти расчеты позволили сделать
предварительную оценку формы установившегося двойного электронного слоя
на границе плазмы, а также времени его установления. Было показано, что время
установления равновесия составляет порядка 1 фс, ширина слоя имеет порядок
дебаевского радиуса, а эффекты неидеальности здесь невелики.

Следующей из рассмотренных систем была плазма вблизи поверхности ме
талла, возникающая в условиях формирования униполярной вакуумной дуги. Эта
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Рис. 3.17. Рентгеновские спектры (относительная интенсивность излучения) многозарядных ионов
кремния (а), (в) и алюминия (б), (г) после их возбуждения одиночным тяжелым ионом с энергией
11МэВ/а.е.м. (а), (б) и 3МэВ/а.е.м. (в), (г): сплошные черные линии— результаты измерений [258,
259], пунктир — расчеты без учета окружающей ионы плазмы (атомная модель), серые сплошные
линии — расчеты с учетом плазмы (плазменная модель).

задача имеет важное прикладной значение для оценки степени повреждения вол
новодов микроволновых устройств, использующихся для ввода энергии в уско
рительной технике. В результате проведенного моделирования было определено,
что характерное время установления равновесного распределения электронов на
границе плазмы составляет порядка 100 фс. На распределении заряда вблизи
поверхности металла был обнаружен неэкспоненциальный участок, размер кото
рого зависит от параметра неидеальности плазмы. С учетом этого участка была
определена характерная ширина двойного слоя и потенциал поверхности в зави
симости от температуры и плотности плазмы, для этих зависимостей предложе
ны простые полуэмпирические формулы. Полученные результаты согласуются с
пространственным масштабом повреждений поверхностей, наблюдаемых в экспе
риментах. Данные повреждения в дальнейшем могут являться причиной развития
электрического пробоя в микроволновых устройствах.

Наконец, в третьем случае рассматривалась неидеальная плазма в треке оди
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ночного многозарядного иона в конденсированной мишени. Эта задача также име
ет важные приложения в области ускорительной техники, медицины, термоядер
ной энергетики и др. Информация о состоянии вещества внутри ионного трека
доступна на основе измерений рентгеновских спектров, получаемых в результате
релаксации возбужденных ионов мишени, имеющих вакансию в К-оболочке. Для
правильной интерпретации результатов этих экспериментов необходимо иметь
информацию о концентрации электронов на этапе высвечивания рентгеновских
спектральных линий (10-100 фс после ионизации). В результате МД моделирова
ния в настоящей работе показано, что к указанному моменту времени успевает
установиться максвелловское распределение по скоростям для основной части
электронов плазмы, а термализация части “горячей” электронов происходит при
мерно на тех же временах. Кроме того, показано, что концентрация электронов
составляет не менее 85 % от начальной, а плавление ионной решетки и рекомби
нация электронов происходят на существенно больших временах. Эти результаты
позволили построить корректнуюмодель излучения возбужденных ионовмишени,
хорошо согласующуюся с экспериментальными данными.

В целом полученные результаты показывают общий для всех случаев харак
тер релаксации и установления двойного электронного слоя на границе неидеаль
ной плазмы с различной геометрией. Рассмотренная здесь методика моделирова
ния релаксационных процессов и систем с открытой границей используется далее
при моделировании кластерной наноплазмы в главе 4.

Результаты данной главы опубликованы в [4–6,8, 11, 13, 17].



158

Глава 4

Динамика электронов в кластерной наноплазме

4.1. Метод исследования кластерной наноплазмы

Кластером принято называть компактную группу связанных друг с другом
атомов или молекул. Газ, состоящий из кластеров, может рассматриваться как но
вый тип вещества, поскольку свойства такой среды заметно отличаются от свойств
газа, жидкости или твердого тела, образованных теми же атомами или молекула
ми [213–215]. Зависимость свойств среды от размера кластера наиболее выражена
для кластеров нанометрового размера (нанокластеров), содержащих от несколь
ких десятков до сотен тысяч атомов.

Облучение наноразмерного кластера лазерным импульсом фемто- или пико
секундной длительности приводит к быстрой ионизации атомов и последующему
разлету образовавшихся ионов вследствие кулоновской неустойчивости и элек
тростатического отталкивания. Это явление получило название “кулоновского
взрыва”. При этом следует различать внутреннюю и внешнюю ионизацию класте
ра. Оба этих процесса показаны на рисунке 4.1, где предполагается, что изначально
электроны находятся в связанном состоянии на соответствующих атомных уров
нях. Если энергия, получаемая электроном от лазерного импульса, недостаточна
для его удаления из кластера, т.е. внешней ионизации, то электрон может быть
удержан электростатическим полем, образованным всеми ионами кластера. В этом
случае следует говорить о внутренней ионизации. Электроны, полученные в ре
зультате внутренней ионизации и находящиеся в поле ионов кластера, образуют
кластерную плазму или наноплазму в случае кластеров нанометрового размера.

В литературе чаще всего рассматриваются кластеры из инертных газов, по
лученные при криогенных температурах, металлические кластеры и кластеры,
имеющие несколько оболочек из различных веществ. Для металлических класте
ров схема на рисунке 4.1 будет несколько иной, так как внутренняя ионизация в
первую очередь происходит не из атомных уровней отдельных атомов, а из зоны
проводимости. Однако, для исследования кластерной плазмы это не имеет прин
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Рис. 4.1. Внутренняя и внешняя ионизация электронов в кластере из атомов инертного газа под
действием лазерного импульса [228].

ципиального значения. Разлет кластеров после ионизации определяется в большей
степени зарядом и массой ионов, а состояние электронной подсистемы — тем
пературой электронов, зарядом и концентрацией ионов, а не типом химического
элемента. Исходя из этого, в данной работе мы будем приводить примеры иони
зованных кластеров из различных химических элементов, не делая между ними
существенных различий.

Динамика кластера, как показано на рисунке 4.2, существенным образом
зависит от интенсивности ионизующего импульса. При релятивистских интен
сивностях (рисунок 4.2б) к окончанию действия импульса кластер претерпевает
практически полную внешнюю ионизацию, и наноплазма не формируется. При
интенсивностях 𝐼 = 1015 Вт/см2 и менее (рисунок 4.2а) часть электронов удер
живается в кластере вместе с ионами различного заряда. При интенсивностях
𝐼 = 1012 − 1014 Вт/см2 сформировавшаяся наноплазма может иметь заметную
степень неидеальности [412,413]. При этом спектр квантовых состояний электро
нов с температурой 1 эВ и более можно считать непрерывным, поэтому динамика
такой наноплазмы хорошо описывается законами классической механики.

Как уже обсуждалось в разделе 1.1.7, кластерная плазма имеет много практи
ческих приложений. Кроме того, ее изучение может дать новую информацию для
развития теории неидеальной плазмы и быстропротекающих процессов. В цикле
работ [239–243] для исследования состояния нанопплазмы после ионизации была
применена методика “pump-probe”, в которой исходный фемтосекундный лазер
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(а) (б)

Рис. 4.2. Эволюция кластера ксенона после ионизации лазерными импульсами различной интен
сивности: (а) 𝐼 = 1015 Вт/см2, (б) 𝐼 = 1018 Вт/см2. Цветные кружки — ионы различной степени
ионизации (шкала цветов приведена снизу), серые точки — электроны. На графиках внизу пока
заны профили лазерных импульсов [423].

ный импульс разделялся на две части. Первая часть использовалась для ионизации
кластера, а вторая приходила с контролируемой задержкой и взаимодействовала
уже с образовавшейся наноплазмой. Результаты измерений показали резкий рост
выхода заряженных частиц при задержке между импульсами 0.5 − 2 пс, что свя
зывается с резонансным поглощением второго импульса на коллективных модах
электронных колебаний.

Эффект резонансного поглощения может быть использован для повыше
ния эффективности генерации рентгеновского излучения, высокоэнергетичных
ионов и др., а также с диагностической целью, поэтому исследование колеба
ний электронов в наноплазме представляет актуальную задачу. Сопоставление
экспериментальных данных с результатами компьютерного моделирования может
также использоваться для верификации и уточнения модели динамической про
водимости неидеальной плазмы, рассмотренной в главе 2. Описанные в данной
главе результаты позволяют понять процесс установления локального равновесия
в электронной подсистеме наноплазмы, найти частоты и декременты затухания
основных мод колебаний электронов в зависимости от размера кластера.
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4.1.1. Модель наноплазмы и обоснование выбора метода

Для определенности далее рассматривается неидеальная наноплазма, обра
зованная в результате полной однократной ионизации кластеров натрия с чис
лом атомов 50− 105. Такая плазма может быть получена воздействием лазерного
импульса интенсивностью 5 · 1011 − 1013 Вт/см2, длиной волны 𝜆 = 436.6 нм и
длительностью 50− 100 фс. Температура электронов после ионизации в этом слу
чае составляет нескольких электрон-вольт, потому плазма является неидеальной
с параметром неидеальности Γ ∼ 1.

Данная модель выбрана в первую очередь для сопоставления с прежними
теоретическими работами, выполненными с помощью решения уравнения Вла
сова [544, 545] и метода классической МД [313, 417]. Экспериментально ионизо
ванные кластеры натрия изучались, например, в [238]. Как было отмечено выше,
полученные результаты имеют достаточно общий характер и, за некоторым ис
ключением, не зависят от выбора вещества мишени.

Теоретическое исследование динамики ионизованных кластеров может быть
выполнено с привлечением указанных выше методов численного решения урав
нения Власова, классической МД, а также квантовой молекулярной динамики, в
том числе с зависящим от времени состоянием электронов (КМД-ЗВ), см. раз
делы 1.3.2 и 1.3.4. Поскольку нас не будут интересовать процессы первичной
ионизации атомов кластера и другие квантово-механические явления, то исполь
зование тяжелого с вычислительной точки зрения метода КМД-ЗВ здесь является
явно избыточным. С другой стороны, при решении уравнения Власова, как прави
ло, используются сильно приближенные модели взаимодействия частиц, не вполне
подходящие для описания эффектов неидеальности. Таким образом, выбор клас
сической МД в качестве метода моделирования, является оптимальным.

В МД моделировании участвуют электроны и однократно заряженные ио
ны. Поскольку для атома натрия потенциал ионизации первого электрона су
щественно меньше энергии ионизации последующих электронов, для умеренных
интенсивностей световой волны такая модель выглядит вполне оправданной. Взаи
модействие между электронами и ионами описывается псевдопотенциалом (1.20),
где параметр 𝜆ei = 0.318 нм выбран таким образом, чтобы энергия взаимодействия
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в нуле совпадала с потенциалом ионизации натрия 𝑉ei(0) = −5.1 эВ. Ион–ион
ное взаимодействие считалось кулоновским (1.13), для электрон-электронного
взаимодействия выбирался либо потенциал (1.20) с тем же значением параметра
𝜆ee = 𝜆ei, либо кулоновский потенциал. Как показали расчеты, разница между
этими двумя вариантами не очень велика. Относительная масса иона составляла
𝑚i/𝑚e = 41910. Шаг интегрирования, как и в описанных ранее расчетах, имел
порядок 10−18 с, что обеспечивало сохранение полной энергии не хуже 1 % при
длине траектории до 5 · 107 шагов.

4.1.2. Ионизация и расширение кластера

Кластер натрия состоит из одного атома в центре и одной или нескольких
оболочек с икосаэдрической симметрией (рисунок 4.3). В численной модели в
начальный момент времени координаты каждого электрона совпадали с коорди
натами одного из ионов, а скорости были равны нулю.

Рис. 4.3. Икосаэдрическая структура кластера Na55 [546].

В отличие от расчетов, описанных в предыдущих главах, для данной системы
не применялись никакие граничные условия. Ионизация кластера моделировалась
путем воздействия на систему зарядов электрического поля лазерного импульса
с гауссовским временным профилем. Поскольку длина волны излучения значи
тельно превышает размер кластера, поле лазерной волны внутри кластера внутри
ячейки можно считать однородным. Магнитное поле не учитывалось вследствие
малой интенсивности импульса.

Рассмотрим результаты моделирования для ионизующего импульса интен
сивностью 5 · 1011 Вт/см2 и длительностью 50 фс. В результате поглощения энер
гии поля, часть электронов вылетает из кластера, а оставшаяся часть образу
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ет наноплазму. После ионизации под действием кулоновских сил отталкивания
ионизованный кластер начинает расширяться. На рисунке 4.4 показано измене
ние среднего размера ионного ядра кластера 𝑟rms =

√︀
5/3

∑︀
i⟨r2i ⟩ от времени,

где красным цветом отмечен период воздействия лазерного импульса (здесь и да
лее время отсчитывается от момента окончания лазерного импульса). Скорости
ионов при временах 𝑡 ≲ 1 пс являются довольном малыми и на взаимодействие
с электронами существенного влияния не оказывают. В то же время изменение
плотности плазмы за счет расширения кластера, как будет показано ниже, суще
ственно меняет свойства электронной подсистемы.
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Рис. 4.4. Зависимость размера кластера Na55 от времени с отмеченными этапами моделирования.

Как было указано ранее (см. рисунок 4.1), в ионизованном кластере мож
но условно выделить три типа электронов: связанные с ионами, локализованные
внутри кластера в результате внутренней ионизации и вылетевшие из кластера на
значительное расстояние в результате внешней ионизации. Отклик плазмы на вто
рой лазерный импульс в схеме “pump-probe” будет определяться первыми двумя
типами электронов, поэтому для практических приложений важно знать состояние
этих компонент в различные моменты времени.

На рисунке 4.5 показано распределение электронов по значениям полной
энергии 𝐸tot. Небольшая фракция частиц, имеющих положительную энергию
𝐸tot > 0 и удалившихся от кластера на расстояние нескольких 𝑟rms относится к
электронам, подвергшимся внешней ионизации. ВМД моделировании такие элек
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троны исключаются из дальнейших расчетов. Большинство же электронов, как
видно из рисунка, имеют отрицательную энергию связи и близкое к больцманов
скому распределение по энергии. Эти электроны и составляют основу наноплазмы.
Принципиальных различий между связанными и локализованными электронами
в МД модели нет, так как рекомбинация и ионизация для квазиклассических свя
занных состояний в неидеальной плазме носит флуктуационный характер [426].
Разница между количеством ионов и количеством оставшихся в наноплазме элек
тронов определяет заряд кластера:𝑍(𝑡) = 𝑁i−𝑁e(𝑡) (здесь и далее в данной главе
под зарядом кластера мы будем понимать его фактический заряд, отнесенный к
заряду электрона 𝑒).
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Рис. 4.5. Распределение электронов по энергиям в различные моменты времени 𝑡 после окончания
воздействия импульса на кластер Na55 (значения 𝑡 указаны на графике). Показанные погрешности
определяются статистическим усреднением.

4.2. Свойства кластерной наноплазмы в зависимости от
температуры электронов, плотности и размера кластера

4.2.1. Исследование квазиравновесной кластерной наноплазмы

Для исследования динамики электронов в наноплазме использовалось два
подхода. Первый из них был основан на МД моделировании неравновесных про
цессов, описанном в предыдущей главе. В этом случае проводилась серияМД рас
четов для ансамбля различных начальных состояний, которые отличаются микро



165

скопически (небольшой сдвиг электронов из состояния равновесия), но идентичны
макроскопически. Результат моделирования неравновесного процесса, которым
является разлет кластера, усреднялся по данному ансамблю. Этим методом была
рассчитана, например, релаксация функции распределения электронов по импуль
сам (рисунок 4.6). Как видно из рисунка, при 𝑡 ≥ 100 фс распределение близко к
равновесному 𝑓e(𝑝) = 4𝜋

(︀
𝛽/(2𝜋𝑚e)

)︀3/2
𝑝2 exp

(︀
− 𝛽𝑝2/(2𝑚e)

)︀
.
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Рис. 4.6. Распределение электронов наноплазмы для Na55 по импульсам: точки данныеМДмодели
рования в указанные на графике моменты времени 𝑡 после окончания воздействия лазерного поля,
линии — распределения Максвелла при указанных температурах 𝑇e. Показанные погрешности
определяются статистическим усреднением.

Второй подход заключался в том, что для исследования электронной под
системы, ионы останавливались в определенный момент времени 𝑡0, после чего
моделировалась динамика электронов при фиксированных положениях ионов (го
ризонтальные линии на рисунке 4.4). Другими словами, мы рассматриваем своего
рода моментальный снимок наноплазмы в определенный момент расширения кла
стера. Такая методика позволяет, во-первых, отдельно рассмотреть релаксацию
электронной подсистемы, а, во-вторых, использовать усреднение по времени на
полученной квазиравновеснойМД траектории, что в данном случае эффективнее,
чем усреднение по ансамблю, так как длина этой траектории фактически не огра
ничена. Усреднение по ансамблю в этом случае также используется, но лишь для
положений ионов на момент их остановки.

На рисунке 4.7 показан пример изменения мгновенной температуры нано
плазмы 𝑇e = 2𝐾e/(3𝑁i𝑘B), где 𝐾e — кинетическая энергия электронов, а также
числа остающихся в ней электронов 𝑁e после остановки ионов в момент времени



166

𝑡0 = 100 фс на одной из траекторий. Наиболее длительным процессом релаксации
является установление полного заряда кластера𝑍fin = 𝑍(𝑡≫ 𝑡0) = 𝑁i−𝑁e. Скач
ки на зависимостях 𝑇e и 𝑁e от времени показывают моменты внешней ионизации
отдельных электронов.
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Рис. 4.7. Установление равновесия в электронной подсистеме кластера Na55 при неподвижных
ионах: сплошная кривая (левая ось)— средняя кинетическая энергия электронов, пунктир (правая
ось) — количество оставшихся электронов в кластере.

Процесс уменьшения числа электронов со временем в результате эмиссии
носит экспоненциальный характер. Если рассматривать электроны как сплош
ную среду, то этот процесс, вообще говоря, не завершается никогда. С учетом
конечного числа электронов эмиссия становится полностью невозможной, когда
суммарная кинетическая энергия всех электронов становится меньше потенциала
кластера. На практике в МД траектории с остановленным ионами еще до вы
полнения этого критерия можно выделить достаточно продолжительный участок,
на котором вероятность ионизации очередного электрона становится очень мала,
поэтому число частиц в кластере и их средняя кинетическая энергия остаются
постоянными. Именно такие квазиравновесные участки используются далее для
исследования свойств наноплазмы.

Установившееся распределение потенциальной и кинетической энергии
пробного электрона внутри кластера показано на рисунке 4.8. Как видно из рисун
ка 4.8а кулоновский потенциал ионов экранируется распределением электронов в
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плазме, снижая тем самым энергию ионизации, причем экранирование происхо
дит в основном на границе кластера, а потенциал его внутренней области близок
к константе (кривая 3). Распределение кинетической энергии электронов внутри
кластера на квазиравновесном участке (рисунок 4.8б) также близко к однородно
му, а функция распределения частиц по энергиям хорошо совпадает с максвел
ловской, в отличие от рисунка 4.6, где для малых времен между рассчитанным и
теоретическим распределениям имеются заметные отличия. Время установления
равновесных распределений по энергиям не превышает 10 фс, что согласуется с
результатами, описанными в предыдущей главе.
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Рис. 4.8. Радиальное распределение потенциальной (а) и кинетической (б) энергии электронов в
кластере Na55, полученное усреднением по квазиравновесному участку траектории 𝑡 > 20 пс.
Потенциальная энергия электрона на рисунке (а) указана с учетом взаимодействия: 1 — со всеми
ионами, 2 — со всеми ионами и электронами ядра кластера (𝑟 < 6𝑎B), 3 — со всеми ионами и
оставшимися электронами (потенциал кластера). На рисунке показан также кулоновский потен
циал для полного заряда всех ионов (кривая 4) и фактического заряда кластера 𝑍 = 11 (кривая 5).
Кинетическая энергия на рисунке (б) представлена в единицах температуры, на вставке показано
распределение электронов по значениям кинетической энергии: кружки— результатыМД, кривая
— распределение Максвелла.

Параметры квазиравновесной наноплазмы, полученные при различном вре
мени остановки ионов, для кластеров, содержащих 55, 147 и 309 ионов, пред
ставлены в таблицах 4.1 – 4.4. Дробное значение 𝑍fin означает, что в интервал
усреднения попало несколько моментов эмиссии электронов. Из таблиц видно,
что степень неидеальности плазмы во всех случаях довольно высока. Частоты 𝜔1,
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𝜔2, 𝜔sp будут описаны в разделе 4.3.

4.2.2. Заряд кластера и профиль электронной плотности

В примерах моделирования, приведенных в предыдущем разделе, темпера
тура электронов и концентрация ионов в наноплазме определялись параметрами
лазерного импульса, размером кластера и временем остановки ионов. Однако, для
исследования зависимости свойств плазмы от одного из этих параметров (напри
мер, температуры), удобно воспользоваться термостатом, который позволяет за
дать требуемую температуру электронов на квазиравновесном участке. При этом
термостат можно использовать только для повышения температуры, так как в
ином случае кластер потеряет избыточное число электронов на этапе более силь
ного нагрева, и при охлаждении наноплазма будет иметь завышенное значение 𝑍.
После достижения необходимой температуры термостат может быть отключен с
последующим расчетом равновесной МД траектории.

Моделирование начального участка разлета плазмы в таком подходе факти
чески используется лишь для получения реалистичных конфигураций ионов, но
не состояния электронной подсистемы. Таким образом, точность модели иони
зации электронов не является более несущественной, так как анализируется уже
сформировавшаяся тем или иным образом плазма. Для создания же реалистичной
модели динамики кластера в целом необходимо использовать более точные кван
тово-механические методы моделирования ионизации (КМД-ЗВ, МДВП), а затем
использовать полученные в них данные о температуре электронной подсистемы в
качестве начальных параметров для описываемого здесь МД моделирования или
созданных на его основе интерполяционных формул.

Длинна равновесных участков МД траектории в приведенных ниже расчетах
составляла от 0.9 пс до 0.5 нс. Усреднение проводилось по 4-6 конфигурациям
ионов. Для 𝑁i < 1000 различные конфигурации ионов получались путем смеще
ния их относительно узлов икосаэдрической решетки 𝑥′ = 𝑥+ 𝜉𝑎i(1− 𝑏)/2, где 𝜉
— случайная величина, однородно распределенная в интервале [0; 1], 𝑎i — сред
нее расстояние между ионами в невозмущенном кристалле, 𝑏 = 0.7 — амплитуда
смещения. Распределение ионов в кластере при 𝑁i ≥ 1000 выбиралось однород
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Таблица 4.1. Параметры наноплазмы для кластера Na55 в зависимости от времени остановки ионов
𝑡0: 𝑟rms — средний размер кластера, 𝑍fin — равновесный заряд кластера, 𝑛i и 𝑛e — средняя
концентрация ионов и электронов, 𝑇e — температура плазмы, Γ — параметр неидеальности, 𝜔1 и
𝜔2 — частоты первого и второго резонансов по результатам МД, 𝜔sp — расчетная частота первого
резонанса, 𝜔Mie — частота Ми, 𝜔p — ленгмюровская частота.

№ 𝑡0, 𝑟rms, 𝑍fin
𝑛i, 𝑛e, 𝑇e, Γ

𝜔1, 𝜔sp, 𝜔Mie, 𝜔2, 𝜔p,
фс нм 1021см−3 1021см−3 эВ фс−1 фс−1 фс−1 фс−1 фс−1

1 100 0.848 11 21.497 17.198 1.23 4.89 3.803 3.810 4.776 6.157 7.398
2 150 0.979 11 13.977 11.181 0.94 5.51 3.104 3.115 3.851 5.271 5.965
3 200 1.171 10 8.167 6.682 0.77 5.72 2.404 2.429 2.943 4.363 4.612
4 250 1.398 9 4.804 4.018 0.72 5.11 1.903 1.977 2.258 — 3.576
5 300 1.641 9 2.970 2.484 0.59 5.34 1.635 1.669 1.775 — 2.812

Таблица 4.2. Параметры наноплазмы для кластера Na147 в зависимости от времени остановки
ионов. Значения параметров указаны в таблице 4.1.

№ 𝑡0, 𝑟rms, 𝑍fin
𝑛i, 𝑛e, 𝑇e, Γ

𝜔1, 𝜔sp, 𝜔Mie, 𝜔2, 𝜔p,
фс нм 1021см−3 1021см−3 эВ фс−1 фс−1 фс−1 фс−1 фс−1

1 100 1.201 40 20.24 14.73 2.67 2.13 4.024 4.026 4.634 6.965 6.847
2 150 1.497 37 10.47 7.835 2.08 2.22 2.792 3.002 3.333 5.112 4.994
3 200 1.906 34 5.069 3.896 1.64 2.23 1.92 2.322 2.319 3.641 3.521
4 250 2.373 31.4 2.626 2.065 1.24 2.38 1.3933 1.778 1.669 2.696 2.564
5 300 2.870 29.7 1.484 1.184 1.01 2.44 1.0587 1.388 1.255 — 1.941

Таблица 4.3. Параметры наноплазмы для кластера Na309 в зависимости от времени остановки
ионов. Значения параметров указаны в таблице 4.1.

№ 𝑡0, 𝑟rms, 𝑍fin
𝑛i, 𝑛e, 𝑇e, Γ

𝜔1, 𝜔sp, 𝜔Mie, 𝜔2, 𝜔p,
фс нм 1021см−3 1021см−3 эВ фс−1 фс−1 фс−1 фс−1 фс−1

1 100 1.497 49.2 21.99 18.49 2.97 2.07 4.120 4.119 4.830 6.800 7.670
2 150 1.718 46.2 14.55 12.37 2.41 2.23 3.100 3.308 3.929 5.380 6.275
3 200 2.037 44.8 8.729 7.464 1.87 2.43 2.310 2.676 3.043 4.130 4.874
4 250 2.415 41.4 5.238 4.537 1.54 2.49 1.750 2.199 2.357 3.220 3.800
5 300 2.828 38.2 3.260 2.857 1.26 2.61 1.350 1.815 1.860 — 3.016

Таблица 4.4. Параметры наноплазмы для кластеров различного размера при степени неидеальности
Γ ≈ 2. Значения параметров указаны в таблице 4.1.

№ 𝑁i
𝑡0, 𝑟rms, 𝑍fin

𝑛i, 𝑛e, 𝑇e, Γ
𝜔1, 𝜔Mie, 𝜔2, 𝜔p,

фс нм 1021см−3 1021см−3 эВ фс−1 фс−1 фс−1 фс−1

1 55 190 1.130 24 9.112 5.136 2.008 1.994 2.85 3.109 5.38 4.043
3 147 180 1.733 38 6.744 5.000 1.990 1.995 2.25 2.675 4.21 3.989
4 309 230 2.258 54.6 6.405 5.273 1.964 2.057 2.01 2.607 3.66 4.097
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ным без сохранение икосаэдрической структуры, так как при указанных размерах
кластера тип кристаллической решетки не оказывает влияние на результат. Для
ускорения расчетов применялись графические ускорители.

Рассмотрим полученные указанным способом равновесные радиальные рас
пределения электронов в кластере при двух различных температурах (рису
нок 4.9а). На распределениях виден явный пик концентрации вблизи границы
кластера, однако по увеличении𝑁𝑖 он становится меньше, а участок однородного
распределения электронов внутри кластера—все более выраженным.Это согласу
ется с данными о профиле потенциала кластера (рисунок 4.8а). Соответствующая
зависимость установившегося заряда кластера 𝑍fin от его размера и температу
ры электронов показана на рисунке 4.9б. Увеличение температуры приводит к
большей зарядке кластера, а зависимость заряда от числа ионов при постоянной
температуре аппроксимируется степенной зависимостью 𝑅i ∼ 𝑁𝛼

i , где 𝛼 ≈ 0.2.
Более подробно эта зависимость обсуждается в подразделе 4.2.3.
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Рис. 4.9. (а) Радиальное распределение концентрации электронов (а) и средний заряд кластера в
квазистационарном режиме при различных температурах плазмы 𝑇e и количестве ионов в кластере
𝑁i (значения 𝑇e и 𝑁i указаны на графиках). Линии — степенная аппроксимация.

На рисунке 4.10 показана эволюция профиля электронов при увеличении раз
меров кластера в более широких пределах изменения 𝑁i, а также сравнение про
филей для различного типа электрон-электронного взаимодействия. Из рисунка
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видно, что пик концентрации на границе плазмы исчезает в случае кулоновского
отталкивания электронов, в то время как остальные характеристики профиля не
изменяются. Расхождения данных для разных 𝑁i при малых 𝑟 связаны со стати
стическими погрешностями.
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Рис. 4.10. Равновесные радиальные распределения концентрации электронов в кластерной нано
плазме при использовании в качестве потенциала электрон-электронного потенциала (а) псевдо
потенциала с функцией ошибок (1.20), (б) кулоновского потенциала (1.13). Температура плазмы
𝑇e = 5 эВ, концентрация ионов 𝑛i = 2.7 · 1022 см−3. Количество ионов в кластере 𝑁i для каждой
кривой указано на графике.

4.2.3. Моделирование внешней ионизации электронов

Применим описанный выше метод моделирования квазиравновесной нано
плазмы для более детального исследования процесса зарядки кластера в резуль
тате внешней ионизации электронов. В том случае, когда на этапе установления
заряда кластера применение термостатирование, при эмиссии каждого из электро
нов для компенсации снижения температуры система получает дополнительную
энергию от термостата, размер которой сложно контролировать. Таким образом,
процесс зарядки кластера оказывается зависимым от настройки термостата.

Вместо этого для моделирования процесса зарядки кластера можно исполь
зовать следующую схему. На начальном этапе вывода наноплазмы на равновесие
с помощью термостата, электроны удерживаться в сфере радиуса 𝑅i с помощью
дополнительного отражающего потенциала. В этом случае процесс термализации
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занимает относительно небольшое время, как и в случае однородной плазмы, опи
санной в главе 2. После достижения равновесия в момент времени 𝑡eq термостат
отключается и отражающий потенциал убирается, позволяя электронам покидать
кластер. Далее, как было описано в подразделе 4.2.1, моделируется неравновесный
процесс эмиссии электронов, однако теперь этот процесс начинается с заранее вы
бранной температуры плазмы 𝑇0. При моделировании также выполняется усредне
ние по начальным состояниям электронов и ионов. Конечное состояние кластера
после внешней ионизации определяется по отсутствии изменения заряда кластера
на протяжении 1 пс. Как было отмечено выше, равновесное распределение элек
тронов по скоростям устанавливается на временах не более 10 фс, поэтому этот
процесс мало влияет на релаксацию заряда кластера.

Зависимость конечной температуры кластера от его размера показана на
рисунке 4.11а для двух значений начальной температуры: 2.2 эВ и 3 эВ. Концен
трация ионов и начальная концентрация электронов в обоих случая составляла
𝑛i = 𝑛e0 = 2.7 · 1022 см−3, что дает значения параметра неидеальности Γ = 3.17 и
2.32, соответственно. Рисунок показывает, что часть энергии, уносимой ионизо
ванными электронами, становится меньше по мере увеличения размера кластера,
поэтому при 𝑅i → ∞ температура 𝑇fin сравнивается с начальной. При малых
размерах кластера потери энергии являются довольно существенными.

С целью определения роли столкновительных процессов расчеты квазиравно
весной наноплазмы проводились также для так называемой модели “желе” (jellium
model) [409, 410]. В этом случае набор точечных ионов заменялся однородно за
ряженной сферой радиуса 𝑅i с плотностью заряда 𝜌i = 𝑒𝑛i = 𝑒𝑁i(4𝜋𝑅

3
i /3)

−1.
Зависимость потенциала ионов от радиуса определялась выражением

𝑈Jel(𝑟) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
4𝜋𝑒2𝑛i

(︂
𝑟2

6
− 𝑅2

i

2

)︂
, при 𝑟 ≤ 𝑅i,

−𝑒
2𝑁i

𝑟
, при 𝑟 > 𝑅i.

(4.1)

Электрон-электронное взаимодействие считалось кулоновским. Полный список
используемых в данном разделе моделей взаимодействия приведен в таблице 4.5.

Результаты зарядки кластера для модели “желе” и двух указанных в таб
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Таблица 4.5. Модели взаимодействия частиц, использованные при МД моделировании кластерной
наноплазмы.

Название 𝑉ii 𝑉ei 𝑉ee
Jellium — 𝑈Jel (4.1) 𝑉 Coul (1.13)
Erf 𝑉 Coul 𝑉 Erf (1.20) −𝑉 Erf

Coul 𝑉 Coul 𝑉 Erf 𝑉 Coul

лице 4.5 типов электрон-электронного показаны на рисунке 4.11а. Как видно из
рисунка, результат моделирования довольно слабо зависит от модели взаимодей
ствия. Это говорит от том, что в данном случае эффекты неидеальности доста
точно слабы, поэтому для анализа результатов вполне применимы классические
модели, хотя в разделе 4.3 будет показано, что для анализа электронных колебаний
в кластере тип взаимодействия частиц имеет более существенное значения.

Теоретический анализ эмиссии электронов из кластера приведен в рабо
тах [410,547], в частности, в [547] предложена система обыкновенных дифферен
циальных уравнений, описывающих зависимость заряда кластера и кинетической
энергии электронов от времени. Дополнение этих уравнений моделью расширения
кластера дает расширенную систему уравнений, численное решение которой хо
рошо согласуется с имеющимися экспериментальными данными и результатами
МД моделирования. В целом рассматриваемая задача близка к задаче термо
эмиссии электронов металла, поэтому полученные уравнения имеют сходство с
известной формулой Ричардсона–Дешмана, однако в данном случае из-за малого
размера кластера внешняя ионизация даже небольшого количества электронов
существенно изменяет температуру плазмы, что не свойственно для массивного
образца. Этот размерный эффект является принципиальным отличием кластерной
наноплазмы от плазмы металлов.

Поскольку система уравнений [547] может быть решена лишь численно, бы
ла проведена простая оценка потерь энергии кластером при эмиссии электронов.
Предполагая, что каждый вылетевший электрон должен преодолеть потенциаль
ный барьер 𝑈b = 𝑍𝑒2/𝑅i, нетрудно получить простое соотношение между изме
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нением числа частиц в кластере и установившейся температурой

𝑍2
fin =

3𝑁i𝑅i

𝑒2
𝑘B(𝑇0 − 𝑇fin). (4.2)

Это выражение верно в том случае, если𝑈b ≫ 𝑘B𝑇 и эмиссия электронов происхо
дит достаточно медленно, кроме того, оно не учитывает изменение потенциальной
энергии электронов.

В [410] на основе модели желе (4.1) и описанной выше схемы моделирования
было проведено подробное исследование зависимости установившегося заряда
кластера от его размера и начальной температуры плазмы в диапазоне 𝑅i = (14−
40) 𝑎B, 𝑇0 = (0.5− 4) эВ. В результате была получена эмпирическая формула

𝑍fin = 𝑐1𝑅i 𝑘B𝑇fin, (4.3)

где 𝑐1 = 0.65(𝑎B эВ)−1. Характер данной зависимости был подтвержден и в данной
работе (рисунок 4.11б), причем она остается справедливой для различного типа
межчастичных взаимодействий. Однако, после обработки всех данных, включая
данные [410], было получено несколько скорректированное значение коэффици
ента 𝑐1 = (0.55± 0.06) (𝑎B эВ)−1.

Эти данные не противоречат рисунку 4.9б, на котором показатель степени
𝑍fin ∼ 𝑁𝛼

i при постоянной температуре 𝑇fin меньше значения 𝛼 < 1/3, следу
ющего из (4.3) и соотношения 𝑅i = (3𝑛i𝑁i/4𝜋)

1/3 . Поскольку для построения
рисунка 4.9б использовалась остановка ионов в различные моменты разлета кла
стера, то концентрация ионов 𝑛i не являлась постоянной. С учетом фактического
радиуса кластера 𝑅i, полученного из рисунка 4.9а, результаты для 𝑍fin укладыва
ются на зависимость (4.3) с учетом статистической погрешности.

Сопоставление формулы (4.3) и модели охлаждения кластера в результате
эмиссии (4.2) дает возможность рассчитать изменение температуры в зависимости
от размера кластера и плотности электронов

𝑘B(𝑇0 − 𝑇fin) =
𝑒2𝑐21𝑘

2
B𝑇

2
fin

4𝜋𝑛e𝑅2
i

= 𝑐2

(︂
𝑘B𝑇fin
𝑅i

)︂2

, (4.4)



175

20 40 60 80

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

Tfin, эВ

Ri       B, a

( )a

T
0

= 3 эВ

T
0

= 2.2 эВ

0 50 100 150

0

20

40

60

80

100 (б)Zfin

Ri fin       BT a, ·эВ

МД, эВ,T V V0 ee= 2.2 =
Сoul

МД, эВ,T V V0 ee= 3.0 =
erf

МД, эВ,T V V0 ee= 2.2 =
erf

МД, эВ,T0 = 2.2 “jellium”

работы других авторов

теоретическая модель

Рис. 4.11. (а) Установившаяся температура наноплазмы в зависимости от размера кластера при
двух начальных температурах 𝑇0, горизонтальные линии — значения 𝑇0 = 3 эВ (верхняя линия)
и 2.2 эВ (нижняя линия). (б) Установившийся заряд кластера в зависимости от произведения
размера кластера на температуру 𝑇fin, пунктир— аппроксимация (4.3), ромбы— результаты [410].
Использованные модели взаимодействия частиц и значения 𝑇0 для обоих графиков указаны на
рисунке (б); концентрация ионов в кластере 𝑛i = 2.7 · 1022 см−3.

где 𝑐2 = 𝑒2𝑐21/(16𝜋
2𝜖0𝑛e) = (165 ± 35) 𝑎2B/эВ для рассматриваемой плазмы.

Эта оценка находятся в хорошем согласии с результатами моделирования (ри
сунок 4.9а).

4.3. Колебания электронов в кластерной наноплазме

4.3.1. Расчет автокорреляционной функции тока

Как было отмечено ранее, одной из целей работы, описанной в данной гла
ве, исследование резонансного поглощения лазерного излучения на колебаниях
электронов в наноплазме, наблюдавшееся при облучении кластеров из различ
ных веществ двумя последовательными фемтосекундными импульсами по схеме
“pump-probe”. Для этого необходимо выявить основные моды колебаний элек
тронов в кластере, определить их частоты и декременты затухания. Колебания в
кластерной наноплазме существенно отличается от случая однородной плазмы,
рассмотренного в главе 2 из-за существенной роли поверхностных эффектов.
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В главе 2 был изложен метод расчета автокорреляционной функции тока
(АФТ) 𝐾𝑗𝑗(𝑡) (2.6) и связанной с ней динамической проводимости 𝜎(𝜔) (2.30),
которая определят отклик среды на воздействие электрического поля с частотой
𝜔. В случае наноплазмыдлярасчета автокоррелятора𝐾𝑗𝑗(𝑡)использовался полный
ток всех электронов, оставшихся в кластере после внешней ионизации.

На рисунке 4.12а показан пример расчета автокорреляторов тока𝐾𝑗𝑗(𝑡)и ско
рости 𝐾𝑣𝑣(𝑡) = ⟨v(0)v(𝑡)⟩/⟨v2(0)⟩ для кластера Na55. При расчете 𝐾𝑣𝑣(𝑡) усред
нение проводится по времени и по электронам кластера, а при расчете 𝐾𝑗𝑗(𝑡) —
только по времени. Для усреднения по времени использовалась квазиравновесная
часть траектории.
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Рис. 4.12. (а) Нормированная автокорреляционная функция тока 𝐾𝑗𝑗(𝑡) и скорости электрона
𝐾𝑣𝑣(𝑡) для наноплазмы кластера Na55. (б) Действительная часть Фурье преобразования для ука
занных автокорреляторов, штриховыми линиями обозначены позиции максимумов. Параметры
плазмы указаны в первой строке таблицы 4.1.

Как и в случае, описанном в разделе 2.3, на АФТ наблюдаются выраженные
колебания, создаваемые средним полем, действующим на все электроны кластера
(см. рисунки 2.6 и 2.8), только в данном случае среднее поле не добавляется
в уравнения движения искусственно, а возникает из-за поляризации кластера. В
отличие колебаний электронов, рассмотренных в разделах 2.3 и 2.4, система имеет
сферическую геометрию, и это обуславливает специфику полученных спектров.

На рисунке 4.12б показана нормированная действительная часть пре
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образования Фурье для указанных автокорреляторов: 𝐾𝑗𝑗(𝜔) и 𝐾𝑣𝑣(𝜔) =

𝜔p

∫︀∞
0 e𝑖𝜔𝑡𝐾𝑣𝑣(𝑡)𝑑𝑡. Здесь также выделены положения наиболее интенсивных мак

симумов: 𝜔0 для 𝐾𝑣𝑣(𝜔) и 𝜔1, 𝜔2 для 𝐾𝑣𝑣(𝜔).
Первый максимум с частотой 𝜔0 на автокорреляторе 𝐾𝑣𝑣(𝜔) соответствует

одноэлектронным осцилляциям в кластере. Грубая оценка этой частоты может
быть получена по формуле для гармонического осциллятора

𝜔2
single =

1

𝑚e

𝜕2𝑈cl

𝜕𝑧2

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

, (4.5)

где 𝑈cl — суммарный потенциал электронов и ионов в кластере (кривая 3 на ри
сунке 4.8). Для кластера Na55 в момент 𝑡0 найденное таким образом значение
𝜔harm
0 = 0.87 фс−1, тогда как полученное из МД моделирования 𝜔0 = 1.3 фс−1,

что говорит о существенном ангармонизме колебаний. Поскольку фазы одноэлек
тронных колебаний не синхронизированы, они не вносят вклад в полный ток, и
𝐾𝑗𝑗(𝜔) не имеет соответствующего максимума на частоте 𝜔0.

Рассмотрим теперь коллективные колебания электронов, которые приводят
к появлению максимумов АФТ на частотах 𝜔1 и 𝜔2. Зависимость АФТ от раз
мера кластера, определяемого моментом остановки ионов, и числом электронов
в кластере показана на рисунке 4.13. Для сравнения на рисунке 4.13б приведен
также спектр АФТ для пространственно однородной плазмы с периодическими
граничными условиями для той же модели взаимодействия частиц и средней кон
центрации электронов. Полученные из МД моделирования значения 𝜔1 и 𝜔2 для
различных параметров наноплазмы приведены также в таблицах 4.1 – 4.4. Из
таблиц видно, что частота 𝜔1 близка к частоте колебаний Ми

𝜔Mie =

(︂
4𝜋𝑒2𝑛𝑖
3𝑚𝑒

)︂1/2

, (4.6)

а частота𝜔2—кплазменной частоте𝜔p, но в точности эти частотыне совпадают—
для обоих присутствует смещение в область более низких частот (красный сдвиг
спектра). Для уточнения причины этих различий рассмотрим пространственную
структуру указанных электронных колебаний.
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Рис. 4.13. Действительная часть Фурье преобразования АФТ: (а) для наноплазмы кластера Na55
в различные моменты остановки ионов 𝑡0 (параметры плазмы указаны в таблице 4.1); (б) для
кластеров различного размера (указаны на графике) при 𝑡0 = 100 фс. Вертикальные линии на
рисунке (а) — теоретическая модель 𝜔theor

1 , Положения наиболее выраженных первого и второго
максимумов на рисунке (б) обозначены как 𝜔1 и 𝜔2, штриховая линия соответствует результату
для пространственно однородной плазмы.

4.3.2. Анализ пространственной структуры колебаний электронов

Для исследования пространственной структуры электронных колебаний об
ласть, занимаемая наноплазмой, разбивалась ячейки с помощью однородной сетки
в сферической системе координат (𝑟, 𝜃, 𝜑) (рисунок 4.14). Для каждой ячейки с
номером 𝑘 определялась локальная плотность тока электронов

j𝑘(𝑡) = −
𝑒

Δ𝑉𝑘

𝑁e∑︁
𝑖=1

v𝑖(𝑡) 𝛿Δ𝑉𝑘
(r𝑖(𝑡)), (4.7)

гдеΔ𝑉𝑘 —объем ячейки, а функция 𝛿Δ𝑉𝑘
(r) равна 1, если координата r находится

внутри объемаΔ𝑉𝑘, и 0, если r находится снаружи. Размер ячеек определяет про
странственное разрешение, с которым функция j𝑘(𝑡) приближает распределение
плотности тока j(r𝑘, 𝑡) = limΔ𝑉𝑘→0 j𝑘(𝑡), где r𝑘 — центр ячейки 𝑘. В то же время
уменьшение объема ячейки увеличивает статистическую ошибку усреднения, так
как необходимо чтобы в ячейке находилось достаточное число электронов. В про
цессе расчетов было выбрано оптимальное число ячеек, которое варьировалось в
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диапазоне 𝑁𝑐 = 𝑁𝑟𝑁𝜃𝑁𝜑 = 64− 256.
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Рис. 4.14. Разбиение области наноплазмы на ячейки для вычисления локальных плотностей тока.

Локальная плотность тока использовалась для расчета пространственно-раз
решенной автокорреляционной функции

𝐾 ′𝑗𝑗(r𝑘, r𝑙, 𝑡) =
⟨j𝑘(0) j𝑙(𝑡)⟩
⟨j2(0)⟩

. (4.8)

Здесь необходимо учесть, что при малом среднем числе электронов в ячейках
переход электрона из одной ячейки в другую приводит к возникновению допол
нительного слагаемого в (4.8), которое не имеет отношения к коллективным ко
лебаниям тока, а является следствием конечного точечного заряда электрона. С
учетом этого окончательное выражения для пространственно-разрешенной АФТ
имеет вид

𝐾𝑗𝑗(r𝑘, r𝑙, 𝑡) =
1

⟨j2(0)⟩

⟨
j𝑘(0) j𝑙(𝑡)

− 𝑒2

Δ𝑉𝑘Δ𝑉𝑙

𝑁e∑︁
𝑖=1

v𝑖(𝑡)v𝑖(0) 𝛿Δ𝑉𝑘
(r𝑖(0)) 𝛿Δ𝑉𝑙

(r𝑖(𝑡))

⟩
, (4.9)

где исключена та часть 𝐾 ′𝑗𝑗(r𝑘, r𝑙, 𝑡), которая связанна переходом электрона 𝑖 из
ячейки 𝑘 в момент времени 0, в ячейку 𝑙 в момент времени 𝑡.

Поскольку корреляция между взаимно ортогональными компонентами то
ка мала по сравнению с корреляцией между параллельными компонентами, т.е.
⟨𝑗𝑥, 𝑗𝑧⟩ ≪ ⟨𝑗𝑧, 𝑗𝑧⟩, в дальнейшем в выражении (4.9) мы будем рассматривать только
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корреляцию между сонаправленными компонентами тока с последующим усред
нением по всем направлениям.

Для функции 𝐾𝑗𝑗(r𝑘, r𝑙, 𝑡) можно выполнить Фурье-преобразование анало
гично (2.30)

𝐾𝑗𝑗(r𝑘, r𝑙, 𝜔) = 𝜔p

∞∫︁
0

e𝑖𝜔𝑡𝐾𝑗𝑗(r𝑘, r𝑙, 𝑡) 𝑑𝑡. (4.10)

Набор пространственных мод для каждой частоты 𝜔 определяется решением за
дачи на собственные значения

K̂Ψ𝑚 = 𝜆𝑚Ψ𝑚, Ψ𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜑) =

⎛⎜⎜⎝
Ψ𝑟1,𝜃1,𝜑1

...
Ψ𝑟𝑁𝑟 ,𝑟𝑁𝜃

,𝑟𝑁𝜑

⎞⎟⎟⎠ , (4.11)

где матрица K̂ составляется из действительной части компонент функции (4.10):

K̂ =

⎛⎜⎜⎝
Re𝐾𝑗𝑗(r1, r1, 𝜔) . . . Re𝐾𝑗𝑗(r1, r𝑁𝑐

, 𝜔)
... . . . ...

Re𝐾𝑗𝑗(r𝑁𝑐
, r1, 𝜔) . . . Re𝐾𝑗𝑗(r𝑁𝑐

, r𝑁𝑐
, 𝜔)

⎞⎟⎟⎠ , (4.12)

𝜆𝑚 — собственное значение, а Ψ𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜑)— собственный вектор, определяющий
распределение амплитуды колебаний по ячейкам для моды с номером𝑚.

Характерную (резонансную) частоту колебаний для моды𝑚можно получить,
рассмотрев зависимость ее собственного значения от частоты 𝜆𝑚(𝜔). Такие зави
симости для наиболее значимых мод показаны на рисунке 4.15, а на рисунках
4.17 – 4.21 изображены распределения амплитуд колебаний Ψ в указанных модах
для кластера Na55 по координатам 𝑟 и 𝜃. Для всех представленных мод распре
деление по 𝜑 является однородным, поэтому по этой координате производится
усреднение. Распределения амплитуд показаны для резонансных частот, значения
которых приведены на графиках.

Стрелками на рисунках 4.17 – 4.21 показаны относительные амплитуды и
направления движения различных частей электронного облака, соответствующие
величине и знакуΨ(𝑟, 𝜃). Эти рисунки показывают, что, например, моды “4”, “1-1”
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Рис. 4.15. Собственные значения, полученные в результате решения уравнения (4.11), в зависимо
сти от частоты: (а) кластер Na55, параметры плазмы указаны в первой строке таблиц 4.1, (б) кластер
Na309, , параметры плазмы указаны в первой строке таблиц 4.3. Условные названия мод колебаний
показаны на графике.

и “1-2” являются симметричными (Ψ(𝜃)меняет знак), поэтому на автокорреляторе
полного тока максимумы на их резонансных частотах отсутствуют. Рассмотренная
ранее мода “1” с частотой 𝜔0 имеет малую амплитуду, а наиболее выраженный
вклад в общий ток дают моды “2” и “3” с частотами 𝜔1 и 𝜔2, соответственно.

Моду “2” мы в дальнейшем будем называть поверхностными плазмонами. Ри
сунок 4.17 показывает, что движени электронов в ней происходят однонаправлен
но, как и в случае классических колебаний Ми, однако распределение амплитуды
Ψ(𝑟) не является однородным. Мода “3” (рисунок 4.18) напоминает ленгмюров
ские плазменные колебания в сферическомограничивающемпотенциале кластера,
их мы будем называть объемными плазмонами.

4.3.3. Теоретическая модель коллективных колебаний электронов в
наноплазме

Формула для частоты Ми (4.6) получена в предположении, что электроны
и ионы представляют собой две однородно заряженные сферы радиуса 𝑅, при
чем форма этих сфер не меняется при отклонении от положения равновесия
(рисунок 4.22а). Результаты моделирования показывают, что пространственное
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Рис. 4.16. Распределение амплитуды колебаний для моды “1” кластера Na55.
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Рис. 4.17. Распределение амплитуды колебаний для моды “2” кластера Na55.
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Рис. 4.18. Распределение амплитуды колебаний для моды “3” кластера Na55.
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Рис. 4.19. Распределение амплитуды колебаний для моды “4” кластера Na55.
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Рис. 4.20. Распределение амплитуды колебаний для моды “1-1” кластера Na55.
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Рис. 4.21. Распределение амплитуды колебаний для моды “2-1” кластера Na55.
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распределение электронов отличается от однородного (рисунок 4.10), колебания
в основном происходят во внешнем слое плазмы (рисунок 4.17). Кроме того, сле
дует учесть, что в МД расчетах потенциал электрон-ионного взаимодействия не
является чисто кулоновским из-за отсечки на малых расстояниях. Попробуем
оценить влияние этих эффектов на частоту поверхностных плазмонов.

Рис. 4.22. Модели колебаний электронов в плазме (поверхностных плазмонов): (а) колебания Ми,
(б) колебания внешнего слоя наноплазмы (4.17), (в) модель с однородными сферическими распре
делениям заряда электронов и ионов разного радиуса. Синяя сфера радиуса 𝑅e — распределение
электронов, красная сфера радиуса 𝑅i — распределение ионов, 𝑟c — радиус внутренней области
кластера для модели (4.17).

Рассмотрим колебания электронов в линейном приближении, считая что рас
пределение электронов сферически симметрично и задается функцией 𝑛e(𝑟), ко
торая не меняется со временем. Будем считать, что при 𝑧 = 0 центр распределения
𝑛e(𝑟) совпадает с центром кластера и электронное облако находятся в равновесии.
Малые отклонения вдоль оси 𝑧 будут вызывать колебания с частотой

𝜔2
sp =

1

𝑁e𝑚e

𝜕2𝑈

𝜕𝑧2

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

. (4.13)

В отличии от формулы (4.5) потенциал 𝑈 здесь определяет энергию взаимодей
ствия всего электронного облака с ионным остовом. Он может быть выражен через
потенциал взаимодействия одного электрона с ионным остовом 𝑈e(𝑟) и профиль
электронной плотности 𝑛e(𝑟):

𝑈(𝑧) =

∫︁∫︁∫︁
𝑛e(r)𝑈e(|r− 𝑧e𝑧|) 𝑑3r

= 2𝜋

𝜋∫︁
0

sin 𝜃 𝑑𝜃

∞∫︁
0

𝑛e(𝑟)𝑈e

(︁√︀
𝑟2 − 2𝑟𝑧 cos 𝜃 + 𝑧2

)︁
𝑟2 𝑑𝑟. (4.14)
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Подставляя это выражение в формулу (4.13) и выполняя дифференцирование под
знаком интеграла, получим

𝜔2
sp =

2𝜋

𝑁e𝑚e

∞∫︁
0

𝑛e(𝑟) 𝑟
2𝑑𝑟

1∫︁
−1

[︂
𝑈 ′′e (𝑟) cos

2 𝜃 +
𝑈 ′e(𝑟)

𝑟
(1− cos2 𝜃)

]︂
𝑑 cos 𝜃

=
4𝜋

3𝑁e𝑚e

∞∫︁
0

𝑛e(𝑟)

[︂
𝑈 ′′e (𝑟) +

2𝑈 ′e(𝑟)

𝑟

]︂
𝑟2𝑑𝑟. (4.15)

Из рисунка 4.17 видно, что в случае поверхностных плазмонов колебания
совершают во основном внешние слои кластера, поэтому первая из рассматри
ваемых нами моделей состоит в том, что часть электронов вблизи ядра кластера
𝑛e,core(𝑟) считается неподвижной, а оставшаяся внешняя часть 𝑛e,out(𝑟) соверша
ет колебания, дающие вклад в АФТ (рисунок 4.22б). Концентрацию электронов
внутри каждой из частей можно положить равной константе 𝑛e:

𝑛e(𝑟) = 𝑛e,core(𝑟) + 𝑛e,out(𝑟), (4.16)

𝑛e,core(𝑟) =

{︃
𝑛e, 𝑟 ≤ 𝑟c,

0, 𝑟 > 𝑟c,
𝑛e,out(𝑟) =

{︃
0, 𝑟 ≤ 𝑟c,

𝑛e, 𝑟 > 𝑟c.
(4.17)

где 𝑟c < 𝑅i — некоторый радиус, разделяющий внутреннюю и внешнюю часть
кластера.

Определимпотенциал электрона𝑈e(𝑟), находящего в поле однородной сферы
ионов 𝑛i(𝑟) и всех электронов из внутренней части кластера 𝑛e,core(𝑟):

𝑈e(𝑟) =
∑︁
𝑑

𝑈e𝑑(𝑟), 𝑑 = e, i, (4.18)

𝑈e𝑑(𝑟) =

∫︁∫︁∫︁
𝑛𝑑(r

′)𝑉e𝑑(𝑟)(|r′ − r|) 𝑑3r′

= 2𝜋

∞∫︁
0

𝑛𝑑(𝑟
′) 𝑟′2𝑑𝑟′

1∫︁
−1

𝑉𝛼𝑒

(︁√︀
𝑟′2 − 2𝑟′𝑟 cos 𝜃 + 𝑟2

)︁
𝑑 cos 𝜃. (4.19)
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Если потенциал межчастичного взаимодействия описывается формулой

𝑉e𝑑(𝑟) = −
𝑒𝑞𝑑
𝑟

erf

(︂
𝑟

𝜆e𝑑

)︂
, (4.20)

то интеграл по 𝜃 в (4.19) может быть вычислен

𝑈e𝑑(𝑟) = −
2𝜋𝑒𝑞𝑑
𝑟

∞∫︁
0

𝑛𝑑(𝑟
′)

[︂
(𝑟 + 𝑟′)erf

(︂
𝑟 + 𝑟′

𝜆e𝑑

)︂
− |𝑟 − 𝑟′|erf

(︂
|𝑟 − 𝑟′|
𝜆e𝑑

)︂

− 2𝜆e𝑑√
𝜋

exp

(︂
−𝑟

2 + 𝑟′2

𝜆2e𝑑

)︂
sh

(︂
2𝑟𝑟′

𝜆2e𝑑

)︂]︂
𝑟′𝑑𝑟′. (4.21)

Подстановка в выражение (4.21) профилей электронов 𝑛e,core(𝑟) и ионов 𝑛i(𝑟)
из (4.17), а затем использование полученной функции 𝑈e(𝑟) в выражении (4.15)
дает значения частоты 𝜔sp, указанные в таблицах 4.1 – 4.3, а также пунктирными
линиями на рисунке 4.13а. Для профилей электронов были выбраны значения па
раметра: 𝑟c = 4 нм для кластера Na55, 𝑟c = 5.05 нм для кластера Na147, 𝑟c = 8.14 нм
для кластера Na5309. Как видно, теоретическая оценка частоты 𝜔sp находится бли
же к 𝜔1, определенной из положения максимума АФТ, чем частота Ми 𝜔Mie.

Недостатком представленной модели является необходимость определения
параметра 𝑟c, разделяющего внутреннюю и внешнюю часть кластера. Значение
этого параметра можно получить из анализа пространственной структуры колеба
ний, но точность такого метода невысока. Кроме того, данная модель не учитывает
изменение формы профиля 𝑛e,out(𝑟) и уменьшения числа электронов за счет внеш
ней ионизации.

Вторая рассмотренная здесь модель предполагает синхронные колебания
всех электронов, однако в качестве профиля концентрации 𝑛e(𝑟) выбирается сфе
ра радиуса 𝑅e < 𝑅i. Как показывают расчеты (см. рисунок 4.10) концентрация
электронов в центре кластера не зависит от его размера и с хорошей точностью
совпадает с концентрацией ионов 𝑛i (именно это вызывает появление плато на
суммарном потенциале кластера, показанном на рисунке 4.8а). Таким образом,
модель представляет собой колебания двух однородно заряженных сфер с одина
ковой плотностью заряда и разным радиусом (рисунок 4.22в). Значение радиуса𝑅e
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можно определить из числа оставшихся в кластере электронов, которое известно
с хорошей точностью 𝑅3

e = 3𝑁e/(4𝜋𝑛i).
Подставляя выбранные распределения зарядов в формулы (4.21) и (4.15)

можно получить

𝜔2
1(𝑅i, 𝑅e) = 𝜔2

Mie

{︂
𝑅3

i +𝑅3
e

2𝑅3
e

erf

(︂
𝑅i +𝑅e

𝜆ei

)︂
− 𝑅3

i −𝑅3
e

2𝑅3
e

erf

(︂
𝑅i −𝑅e

𝜆ei

)︂

+
e
−𝑅2

i +𝑅2
e

𝜆2
ei

√
𝜋𝑅3

e

[︂(︂
𝜆3ei
2
− 𝜆ei

(︀
𝑅2

i +𝑅2
e

)︀)︂
sinh

(︂
2𝑅i𝑅e

𝜆2ei

)︂
−𝜆ei𝑅i𝑅e cosh

(︂
2𝑅i𝑅e

𝜆2ei

)︂]︂}︂
. (4.22)

Это выражение удобно отсутствием необходимости выполнять численное инте
грирование. В пределе 𝑅e = 𝑅i, 𝜆ei → 0 оно переходит в частоту Ми.

4.3.4. Сравнение теоретический модели с результатами моделирования

Для проверки указанных выше теоретических моделей были проведены рас
четы АФТ вшироком диапазоне размеров кластера при фиксированной плотности
ионов. В каждом случае использовался алгоритм вывода на равновесие с заданной
температурой, описанный в подразделе 4.2.2. Для моделирования были выбра
ны параметры плазмы: 𝑛i = 2.7 · 1022 см−3, 𝑇e = 1 и 2.2 эВ, что соответствует
параметру неидеальности Γ = 6.96 и 3.17. Основной результат представлен на
рисунке 4.23. Профили распределения электронов для тех же параметров класте
ра, но большей температуры были представлены ранее на рисунке 4.10. Расчеты
проводились с использованием графических ускорителей.

Как и в предыдущих расчетах на всех спектрах АФТ хорошо видна основ
ная мода колебаний, соответствующая поверхностным плазмонам. При большей
температуре колебания являются несколько менее выраженными, однако общая
форма зависимости сохраняется. Зависимость частоты 𝜔1 от размера кластера
показана на рисунке 4.24а. Как и ожидалось с увеличением размера кластера роль
поверхностных эффектов убывает, поэтому частота 𝜔1 приближается к теорети
ческому значению 𝜔Mie. При этом следует отметить, что в пределе𝑁i →∞ данная
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Рис. 4.23. Действительная часть Фурье-преобразования АФТ в зависимости от размера кластера
прификсированной концентрации ионов𝑛i = 2.7·1022 см−3 и различных температурах электронов.
Красная линия на рисунке (д) — расчет по внутренней области кластера. Число ионов 𝑁i, размер
кластера 𝑅i и температура электронов 𝑇e указаны на графиках, вертикальные штриховые линии
— частота Ми 𝜔Mie и плазменная частота 𝜔p.
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система не эквивалентна однородной плазме с периодическими граничными усло
виями из-за наличия открытых поверхностей.
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Рис. 4.24. (а) Резонансная частота поверхностных плазмонов в зависимости от количества ионов в
кластере: квадраты и треугольники — данная работа (𝑇e = 1 и 2.2 эВ), крестики — данные [419],
звездочки — данные [548], сплошная линия — теоретическая формула (4.22), штриховая линия
частота Ми 𝜔Mie. (б) Действительная часть Фурье преобразования АФТ для кластера Na4000 при
использовании различных типов электрон-электронного взаимодействия и модели “желе”, 𝑇e =
2.2 эВ, 𝑛i = 2.7 · 1022 см−3.

Смещение 𝜔1 для малых кластеров в красную область спектра наблюдалось
также в работах [419, 548]. Несмотря на различия в параметрах плазмы, рису
нок показывает, что в целом все данные имеют одинаковый характер зависимости
частоты от 𝑁i. Полученные в [419] спектры АФТ имеют большее количество ре
зонансов, что, возможно, связано с погрешностями Фурье-преобразования или
недостаточной статистикой. На рисунке приведены частоты первых двух макси
мумов.

Описанная в предыдущем подразделе теоретическая модель (4.22) показана
на рисунке 4.24а сплошной линией. Эта модель также хорошо воспроизводит об
щий характер зависимости, но лежит ближе к расчетам, выполненным с помощью
решения уравнения Власова [548]. Данный результат вполне объясним, так как
модель (4.22) не учитывает деформацию профиля электронов, в том числе за счет
столкновительных эффектов. Близкий к [548] результат дает и модель “желе” (4.1)
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(красный треугольник при𝑁i = 4000). Таким образом, дальнейшее совершенство
ваниемодели (4.22) должно быть направлено на учет более реалистичного профиля
электронов и столкновительного затухания.

Сравнение результатов для различных типов электрон-электронного взаимо
действия, а также модели “желе” показано на рисунке 4.24б. Данные для модели
“желе” выделяется гораздо более узким пиком, соответствующему декременту
затухания, на порядок меньшему, чем в случае обычной МД, из-за отсутствия
электрон–ионных столкновений. График также демонстрирует некоторую зависи
мость частоты поверхностных плазмонов от типа взаимодействия, однако общая
форма кривой сохраняется.

Возвращаясь к рисунку 4.23, обратим внимание на отсутствие максимума
на плазменной частоте практически для всех исследованных параметров нано
плазмы (резонанс на частоте 𝜔 ≈ 7 фс−1 имеет иную природу). Тем не менее,
этот максимум хорошо проявляется на спектре собственных значений 𝜆(𝜔) (см.
рисунок 4.15) и может быть исследован таким образом.

Интересный результат может быть получен, если провести расчет АФТ не для
полного кластера, а для его внутренней области, аналогично тому, как это было
сделано для однородной плазмы в ячейке с отражающими стенками (раздел 2.4.3).
В этом случае, как видно из рисунка 4.23д, получим хорошо выраженный макси
мум на плазменной частоте, что полностью согласуется с результатом, показанным
на рисунке 2.19б.

Зависимости частот и декрементов затухания основных мод электронных
колебаний в наноплазме от параметра неидеальности, показаны на рисунке 4.25.
Из рисунка 4.25а видно, что отклонение частот 𝜔1 и 𝜔2 от своих теоретических
значений в данном масштабе проявляется достаточно слабо и почти не зависит от
плотности плазмы при постоянной температуре и числе ионов в кластере. Зави
симость же декрементов затухания, полученных из полуширин соответствующих
максимумов АФТ, от Γ хорошо повторяет теоретическую кривую [285] (см. (2.5)),
хотя их абсолютные значения отличаются от случая однородной плазмы.

В целом этот результат подтверждает вывод работы [95] сделанный для ленг
мюровских плазменных колебаний: частоты колебательных процессов в неидеаль
ной плазме (ленгмюровских плазменных волн, поверхностных плазмонов в кла



191

2 4 6 8

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

w/wpl

G

wMie

wpl

(a)

876543

0.01

0.1

n/wp

G

(б)

Рис. 4.25. Резонансная частота (а) и декремент затухания (б) для поверхностных (квадраты) и
объемных (кружки) плазмонов в зависимости от параметра неидеальности для кластера Na7100 при
температуре плазмы 𝑇e = 1 эВ. Горизонтальные линии на рисунке (а) — значения плазменной
частоты 𝜔p и частоты Ми 𝜔Mie, штрих–пунктирная линия на рисунке (б) — модель (2.5).

стерной наноплазме) достаточно слабо зависят от степени неидеальности и могут
быть с хорошей точностью аппроксимированы аналитическими кривыми, полу
ченными в приближении слабых столкновений, однако коэффициенты затухания
довольно плохо описываются такого рода теоретическими моделями. Использо
вание же декрементов затухания, полученных в МД моделировании, совместно
с теоретическими моделями для идеальной плазмы позволяет хорошо описать
имеющиеся данных экспериментов и компьютерного моделирования.

4.4. Выводы к четвертой главе

Исследования кластерной наноплазмы, описанные в данной главе, были мо
тивированы экспериментами, в которых наблюдался явно выраженный резонанс
лазерного излучения с колебаниями электронов в кластере при облучении их дву
мя последовательными фемтосекундными лазерными импульсами. Поскольку эти
резонансы могут быть использованы для определения состояния кластерной ми
шени и оптимизации параметров облучения с целью, например, увеличения потока
генерируемых многозарядных ионов, необходима информация о частотах и декре
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ментах затухания электронных колебаний в ионизованном кластере. Кроме того,
эти эксперименты при правильной их интерпретации, могут служить источником
дополнительных данных об эффективной частоте столкновений в неидеальной
плазме, обсуждавшейся в главе 2.

В данной работе была предложена схема моделирования, позволяющая от
дельно рассмотреть процессы в электронной подсистеме ионизованного кластера
в различные моменты разлета ионов. С ее помощью было проведено исследование
процесса релаксации электронов в кластерной наноплазме, получены установив
шиеся распределения электронов по энергиям, радиальный профиль концентра
ции электронов, средний заряд кластера и температура электронов в зависимости
от плотности ионов, начальной температуры и числа ионов в кластере. Показано,
что заряд кластера в рассмотренной области параметров можно считать линейно
зависящим от произведения конечной температуры электронов на радиус класте
ра. Определен коэффициент этой зависимости.

Был предложен метод исследования пространственной структуры электрон
ных колебаний в кластере, основанный на расчете пространственно-разрешенной
автокорреляционной функции тока. Результатами этих исследований стала тео
ретическая модель коллективных колебаний электронов (поверхностных плазмо
нов), хорошо описывающая полученную в МД моделирования зависимость часто
ты этих колебаний от размера кластера с учетом неоднородного распределения
электронов. Также были определены декременты затихания для колебаний Ми и
ленгмюровских плазменных колебаний.

Результаты данной главы опубликованы в [7, 10, 12, 14, 15, 19, 23].
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Глава 5

Развитие метода волновых пакетов для
моделирования неидеальной плазмы и разогретого

плотного вещества

В этой главе приведены результаты доработки метода молекулярной динами
ки с волновыми пакетами (МДВП), расширяющем возможности классическойМД,
а также его применения к задачам моделирования неидеальной электрон–ионной
плазмы и разогретого плотного вещества, рассмотренным в предыдущих главах.
Общее описание метода МДВП и его модификаций приведено в разделе 1.3.6.
В том же разделе отмечаются и его недостатки: а) неограниченное расширение
(“расплывание”) волновых пакетов со временем для электронов вне области силь
ного взаимодействия; б) невысокая точность представления связанных состояний
электронов и ионов для низколежащих квантовых уровней по сравнению с други
ми квантово-механическимиподходами; в) сложность или недостаточная точность
существующих численных алгоритмов для учета многочастичных квантовых эф
фектов. Решение каждого из этих вопросов обсуждается в соответствующем раз
деле данной главы.

5.1. Ограничение ширины волновых пакетов

5.1.1. Анализ проблемы неограниченного расширения волновых пакетов со
временем

Краткое описание базовой реализации метода МДВП для неидеальной плаз
мы [510] приведено в разделе 1.3.6. Этотметод основан на представлении волновой
электрона 𝜙(x) в виде гауссовского волнового пакета (1.41). Многоэлектронная
волновая функцияΨ({x𝑘}) может быть задана либо в приближении Хартри (1.42),
либо в “неограниченном” приближении Хартри-Фока (Unrestricted Hartree-Fock,
UHF) с антисимметризацией волновых функций электронов, имеющих одинако
вую проекцию спина на ось 𝑧 (1.46). Второй вариант представления волновой
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функции для краткости будем называть далее “приближением Хартри-Фока”, а
метод на его основе —МДВПА. Ионы в обоих случаях считаются классическими
частицами, спиновая динамика электронов не учитывается.

Запишем полный гамильтониан системы в операторной форме

�̂�wpmd =

𝑁e∑︁
𝑘

p̂2
𝑘

2𝑚e
−

𝑁e, 𝑁i∑︁
𝑘,𝑗

𝑍𝑒2

|r̂𝑘 −R𝑗|
+
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𝑘<𝑙

𝑒2

|r̂𝑘 − r̂𝑙|
+𝐾i + 𝑈ii + 𝑈ext, (5.1)

где r̂𝑘 и p̂𝑘 — операторы координаты и импульса для электрона с номером 𝑘, R𝑗

— координата иона 𝑗, 𝐾i — полная кинетическая энергия ионов, считающихся
классическими частицами (1.27), 𝑈ii — кулоновская энергия ион–ионного взаи
модействия (1.28), 𝑈ext — потенциал внешних сил (1.26).

В приближении Хартри классическая функция Гамильтона для параметров
волновых пакетов 𝐻wpmd = ⟨Ψ| �̂� |Ψ⟩ может быть получена путем вычисления
соответствующих интегралов

𝐻wpmd = = 𝐾wpmd
e + 𝑈wpmd

e + 𝑈wpmd
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где q = {r𝑘(𝑡), 𝑠𝑘(𝑡),p𝑘(𝑡), 𝑝𝑠𝑘(𝑡)} — набор параметров волновых пакетов для
электрона 𝑘. С точки зрения квантовой механики энергия 𝑈wpmd

e должна быть от
несена к кинетической энергии электрона𝐾wpmd

e . Если же рассматривать систему
волновых пакетов как классическую систему материальных точек с дополнитель
ными динамическими переменными (степенями свободы) 𝑠𝑘, то эта часть энергии,
зависящая от координат, должна быть отнесена к потенциальной энергии.
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Из приведенных выражений следует, что потенциальные энергии e-e и e-i
взаимодействия 𝑈wpmd

ee и 𝑈wpmd
ei имеют такой же вид, как и в классической МД

при использовании псевдопотенциала (1.20). Отличие состоит лишь в том, что для
классической МД параметры 𝜆ei и 𝜆ee фиксированы, а для МДВП они являются
динамическими переменными и зависят от ширин взаимодействующих пакетов.

Динамика волновых пакетов, следующая из уравнения Шредингера или ва
риационного принципа (1.43), в приближении Хартри описывается уравнения
ми (1.44). В приближении Хартри-Фока необходимо решать более сложные урав
нения, включающие обратную норм-матрицу (1.48). Алгоритм Монте-Карло для
волновых пакетов (МКВП) строится обычно на основе изменения полной энергии
𝐻wpmd.

Для примера рассмотрим потенциальную энергию взаимодействия одного
волнового пакета с ионом 𝑈(𝑟, 𝑠) = 𝑈wpmd

ee (𝑟, 𝑠) + 𝑈wpmd
e (𝑠), показанную на ри

сунке 5.1. Эта система является упрощенной моделью атома водорода. Наличие
у волнового пакета ненулевой ширины 𝑠 > 0 делает потенциальную энергию
конечной при 𝑟 → 0. Это позволяет в отличии от классической МД не использо
вать псевдопотенциалы для отсечки взаимодействия на близких расстояниях (см.
раздел 1.2.2), хотя полученный минимум энергии, как было отмечено ранее, не
вполне совпадает с энергией основного состояния атома водорода. Использование
более точной параметризации волновой функции электрона для улучшения этого
результата обсуждается в разделе 5.2.

Из рисунка 5.1 также видно, что финитное движение электрона c ненуле
вой кинетической энергией возможно лишь в небольшой области вблизи иона.
Из-за дополнительной энергии 𝑈wpmd

e ширина волнового пакета для электрона,
слабо связанного с ионом, начинает неограниченно возрастать, как показано на
рисунке 5.2а. Поскольку ширина волнового пакета не ограничивается размерами
расчетной ячейки, при 𝑠 > 𝐿 электрон оказывается делокализованным и факти
чески перестает взаимодействовать с другими частицами вследствие множителя
erf(𝑟/𝑠) в энергии взаимодействия (5.5) – (5.6).

Таким образом, если плотность плазмы недостаточно велика для того, чтобы
электроны постоянно находились в области сильного взаимодействия с ионами, в
процессе моделирования методомМДВП однородной плазмы с применениемПГУ
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Рис. 5.1. Взаимодействие иона с волновым пакетом (модельный атом водорода): (а) схематичное
изображение системы, (б) зависимость потенциальной энергии взаимодействия от ширины пакета
𝑠 и расстояния между ионом и центром пакета 𝑟; 𝑟L = 𝑍𝑒2/(𝑘B𝑇 ), 𝜆th = ℏ/

√︀
𝑚e𝑘B𝑇 = 𝜆e/

√
2𝜋.

в системе начинают накапливаться электроны, “расплывшиеся” по всей расчетной
ячейке и не взаимодействующие с другими частицами. С одной стороны, этот
эффект соответствует принципу неопределенности Гейзенберга, но с точки зрения
построения численного алгоритма он приводит к снижению фактической средней
концентрации электронов в плазме.

При увеличении плотности (степени неидеальности) плазмы этот эффект
становится меньше. Так, например, на рисунке 5.2б показано распределение вол
новых пакетов по параметру 𝑠 для различных значений Γ. Из рисунка видно, что
при Γ = 2 большинство волновых пакетов локализованы, тогда как при Γ = 0.5

расплывание оказывается очень существенными и модель МДВП не вполне адек
ватно описывает заданную систему. Схожие результаты были получены в [505].

В [522] указывается, что переход к приближениюХартри-Фока и антисиммет
ризация многоэлектронной волновой функции частично решают проблему рас
плывания пакетов. Это связано с перекрытием волновых пакетов и появлением
обменного взаимодействия, стремящегося уменьшить их ширину при той же кон
центрации электронов. Однако, в этой работе представлены результаты лишь для
температур 𝑇 < 5000 К и концентраций электронов близких к 1023 см−3. Расче
ты методом МКВП с антисимметризацией (МКВПА), проведенные в настоящей
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Рис. 5.2. (а) Зависимость ширины волнового пакета для свободного электрона от времени; на
вставке показана потенциальная энергия системы электрон–ион в зависимости от ширины пакета
𝑠 для связанного 𝑟 = 𝜆th и свободного 𝑟 → ∞ электронов. (б) Распределение ширин волновых
пакетов для различных значений параметра неидеальности (значения Γ указаны на графике),
𝑇e = 3 · 104 К.

работе, показали, что для при более низких концентрациях и более высоких тем
пературах плазмы проблема расплывания волновых пакетов сохраняется и при
использовании приближения Хартри-Фока (таблица 5.1). Как видно из таблицы,
для температуры 𝑇 ⩾ 3·104 Кустойчивых распределенийширин пакетов получить
не удалось.

Таблица 5.1. Средняя ширина волновых пакетов, полученная с помощью моделирования методом
Монте-Карло в приближении Хартри-Фока с антисимметризацией волновых пакетов (МКВПА),
для различной концентрации электронов и температуры плазмы. Начальное состояние соответ
ствует молекулярному газу H2. Прочерки соответствую тем случаям, когда наблюдалось расплы
вание волновых пакетов за границу расчетной ячейки, пустые ячейки — отсутствию данных.

𝑛e, 1021 см−3
𝑇 , 103 K

1 4 6 8 10 12 15 30
2 0.873 – – – –
20 0.867 1.168 – – –
200 0.724 0.751 0.761 0.788 0.841 >1 –

Наиболее простое решение данной проблемы пакетов было предложено
в [516]. Оно состоит в добавлении гармонического члена к энергии волнового
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пакета 𝑈wpmd
e , в результате чего она принимает вид

𝑈wpmd,c
e =

𝑁e∑︁
𝑘=1

9ℏ2

8𝑚e

(︂
𝑠20
𝑠2𝑘

+
𝑠2𝑘
𝑠20

)︂
, (5.7)

Величина 𝑠0 является параметром модели, который выбирается, исходя из апри
орных предположений о средней ширине волнового пакета в плазме. В [518] и
расчетах, описанных ниже, этот параметр полагается равным 𝑠0 = 0.64𝜆th.

Для определения степени применимости этого похода в настоящей работе
проведен анализ влияния параметра 𝑠0 на результаты расчета динамической про
водимости плазмы𝜎(𝜔) и эффективной частоты столкновений 𝜈(𝜔), которые опре
делялись из Фурье преобразования автокоррелятора тока (2.6) по формулам (2.30)
и (2.15). Для расчетаАФТиспользовались скоростиp𝑘/𝑚e, представляющие собой
квантовое среднее для соответствующего оператора импульса электрона.

На рисунке 5.3 представлен результат вычисления действительной части 𝜈(𝜔)
для различных значений 𝑠0/𝜆th. Для сравнения приведены также результаты рас
четов классической МД с псевдопотенциалом Кельбга (1.18) (см. раздел 2.3). Из
рисунка видно, что результат моделирования сильно зависит от выбора парамет
ра 𝑠0. Это возвращает нас к проблеме зависимости результатов расчета от вида
псевдопотенциала и температуры среды, обсуждавшихся для классической МД, в
то время как МДВП была призвана разрешить эту проблему.

5.1.2. Ограничение ширины пакета, основанное на энергии взаимодействия
электрона с ближайшим ионом

В настоящей работе было рассмотрено несколько альтернативных решений
проблемы расплывания волновых пакетов. Во всех случаях гамильтониан (5.2) для
большинства частиц оставался без изменений. Первое и наиболее простое решение
было основано на том, что ширина пакета не может превышать половины длины
ребра основной МД ячейки 𝐿/2. Для пакетов, которые не удовлетворяли этому
условию 𝑠 > 𝑠max = 𝐿/2, выполнялась замена 𝑠→ 𝐿−𝑠, которая означала факти
чески “отражение” параметра 𝑠 от границы𝐿/2, как это происходит с координатой
при использовании отражающих граничных условий (см. раздел 2.4). В этом слу
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Рис. 5.3. Действительная часть эффективной частоты столкновений в зависимости от частоты воз
мущающего поля. Сплошные кривые— расчет методом МДВП с ограничением ширины волновых
пакетов (значения параметра 𝑠0/𝜆th указаны на кривых), кружки – расчет методом классической
МД с модифицированным потенциаломКельбга (1.18). Параметры плазмы:Γ = 1, 𝑇e = 1.35·105 К.

чае удавалось избежать неограниченного роста ширины волновых пакетов, однако
средняя ширина волновых пакетов оставалась еще слишком большой при уме
ренных значениях Γ (таблица 5.2 и кривые 3, 4 на рисунке 5.4), что приводило к
занижению энергии взаимодействия электронов с другими частицами.

Таблица 5.2. Средняя ⟨𝑠⟩ максимальнаяmax(𝑠) ширина волновых пакетов при моделировании без
дополнительных ограничений и с ограничением 𝑠 ⩽ 𝑠max (отражение для ширины пакетов) для
плазмы c различной степенью неидеальности Γ.

Γ
без ограничений с ограничением 𝑠 ⩽ 𝐿/2

⟨𝑠⟩ /𝜆th max(𝑠)/𝜆th ⟨𝑠⟩ /𝜆th max(𝑠)/𝜆th

1.0 2.15 1680 1.92 6.61
2.0 1.25 155 1.13 2.94

Второе решение проблемы расплывания основывалось на том, что ограни
чения ширины должны вводиться только для электронов, которые находятся вне
области сильного взаимодействия с ионами и другими электронами и могут счи
таться “свободными”. Когда же электрон испытывает столкновение с другими
частицами, его динамика, определяемая исходным гамильтонианом (5.2), должна
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Рис. 5.4. Распределение ширины волновых пакетов (а) и действительная часть эффективной часто
ты столкновений (б) для различных способов ограничения 𝑠: 1—ширина всех пакетовфиксирована
на значении 𝑠 = 2.2𝜆th, 2 — ограничение с помощью гармонического члена (5.7) с 𝑠0 = 0.64𝜆th,
3 — без ограничения ширины пакетов, 4 — ограничение ширины на уровне 𝑠0 ⩽ 𝑠max = 𝐿/2
(𝑠max = 𝜆th для Γ = 1), 5 — ограничение по энергии взаимодействия электрона с ближайшим
ионом 𝑈0 = 0.4𝑘B𝑇 . Прямые линии показывают высокочастотную асимптотику. Параметры плаз
мы: Γ = 1, 𝑇e = 3 · 104 К.

оставаться без изменений. Приведенные выше результаты показывают, что дан
ном случае ширина пакета ограничивается естественным образом. Преимущество
данного подхода состоит в том, что он позволяет избежать расплывания пакетов,
не искажая процесс близких столкновений частиц, где динамическое изменение
ширины пакета играет важную роль. В целом этот подход находится в русле более
общей идеи об использовании разных моделей взаимодействия для электронов,
находящихся в области слабого и сильного взаимодействия с другими частицами,
c плавным переключением между ними [549].

Критерием того, считать ли электрон свободным, была выбрана энергия его
взаимодействия с ближайшим ионом 𝑈near

ei . Если эта величина превышала неко
торое пороговое значение 𝑈0, то электрон считался покинувшим область силь
ного взаимодействия и его ширина пакета ограничивалась на том уровне, кото
рый она имела в момент пересечения порога 𝑈0. Фактически это ограничение
было реализовано путем добавления в энергию 𝑈wpmd

e дополнительного члена
Δ𝐻e = 𝐴(𝑠(𝑡)− 𝑠(𝑡0))6Θ(𝑠(𝑡)− 𝑠(𝑡0)), где 𝑡0 — момент времени, в который элек
трон выходит из области сильного взаимодействия, 𝐴 — некоторый размерный
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коэффициент, Θ — функций Хевисайда. После того, как энергия 𝑈near
ei снова

снижалась до уровня 𝑈0, ограничение на ширину пакета снималось.
На рисунке 5.5а показан пример зависимости энергии 𝑈near

ei для электрона в
плазме от времени без и с применением указанного ограничения. В первом случае
(красная кривая) энергия взаимодействия растет почти до нуля из-за неограничен
ного расплывания пакета. Такие электроны, как правило, перестают взаимодей
ствовать с другими частицами. В втором случае (синяя кривая) видно, что частица
продолжает испытывать периодические столкновения с ионами.

На рисунке 5.5б показан результат расчета величины Re 𝜈(𝜔) для различных
значений параметра 𝑈0 (общего для всех электронов). В отличие от обсуждавше
гося выше параметра 𝑠0 (см. рисунок 5.3) здесь видна область (𝑈0 < 0.4𝑘B𝑇 ), где
результат практически не зависит от выбора 𝑈0, т.е. данная модель не нуждается
в априорном предположении о средней ширине пакета.
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Рис. 5.5. (а) Зависимость энергии взаимодействия электрона с ближайшим ионом от времени:
верхняя (красная) кривая — без ограничения, нижняя (синяя) — с ограничением по уровню 𝑈0

(уровень 𝑈0 показан пунктиром). (б) Действительная часть эффективной частоты столкновений
при ограничении ширины волновых пакетов по различным уровням энергии 𝑈0 (значения 𝑈0/𝑘B𝑇
указаны на кривых). Параметры плазмы: Γ = 1, 𝑇e = 3 · 104 К.

Подведем промежуточный итог и рассмотрим результат применения из
ложенных выше методов ограничения ширины волновых пакетов. На рисунках
5.4 – 5.6 показаны распределения ширин волновых пакетов и соответствующие им
результаты расчета эффективной частоты столкновений для различных методов
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ограничения 𝑠. Из рисунка 5.4а видно, что при отсутствии ограничений (кри
вая 3) или при ограничении ширины по половине длине ячейки 𝑠0 ⩽ 𝑠max = 𝐿/2

(кривая 4) в системе присутствует достаточно много “расплывшихся” пакетов с
𝑠 > 15𝜆th. Наименьшая средняя ширина пакетов достигается при использовании
ограничения, предложенного в (5.7) (кривая 2), однако, как было показано выше,
это существенным образом влияет на характер электрон–ионных столкновений,
искажая результат моделирования.
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Рис. 5.6. Распределение ширины волновых пакетов (а) и действительная часть эффективной ча
стоты столкновений (б) для различных способов ограничения 𝑠. Обозначения кривых 1, 2, 4 и 5
соответствуют рисунку 5.4; кривая 6 на рисунке (б) — классическая МД с потенциалом (1.18).
Параметры ограничения ширины пакетов: 𝑠0/𝜆th = 0.88, 𝑈0/𝑘B𝑇 = −5, параметры плазмы: Γ = 1,
𝑇e = 1.35 · 105 К.

Предложенный метод ограничения по энергии взаимодействия электрона с
ближайшим ионом, с одной стороны, не искажает динамику электронов в обла
сти сильного взаимодействия, так как полученное распределение (кривая 5) при
𝑠 < 10𝜆th достаточно близко к распределению, полученному без ограничений
(кривая 3). С другой стороны, этот метод не позволяет электронам, выходящим из
области сильного взаимодействия, иметь неограниченно “расплываюшиеся” паке
ты, что приводит к резкому спаду 𝑤(𝑠) при 𝑠 ≈ 12𝜆th. Этот метод также имеет
свободный параметр 𝑈0, однако выбор этого параметра может быть в большей
степени физически обоснован, чем выбор 𝑠0. Кроме того, существует область зна
чений 𝑈0, где результаты для эффективной частоты столкновений слабо зависят
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от его выбора.
Рисунок 5.6а отличается другой температурой плазмы, а также тем, что па

раметры ограничения ширины пакетов 𝑠0 и 𝑈0 были специально подобраны для
соответствия проведенным ранее расчетам классической МД с модифицирован
ным псевдопотенциалом Кельбга (1.18) (см. раздел 2.3) по значению статического
предела 𝜈(𝜔 = 0).

На рисунках 5.4б и 5.6б представлены результаты расчета Re 𝜈(𝜔) для тех
же основных способов ограничения ширины пакетов. Моделирование с посто
янной шириной пакетов (кривая 1 на рисунке 5.6б) фактически соответствует
классической МД с потенциалом (1.20). Из рисунка видно, что эта кривая сильно
отличается от остального массива кривых в области высоких частот. По абсо
лютной величине наибольшая частота столкновений на рисунке 5.4б наблюдается
для ограничения с помощью дополнительного гармонического потенциала (5.7)
(кривая 2), а наименьшая — при отсутствии ограничений или ограничению по
критерию 𝑠0 ⩽ 𝑠max, что связано со значительным расплыванием пакетов и сни
жением эффективной концентрации зарядов (кривые 3 и 4). В этом смысле пред
ложенное ограничение по энергии взаимодействия (кривая 5) выглядит наиболее
оптимальным вариантом.

На рисунке 5.6б для сравнения добавлен результат расчета с модифицирован
ным псевдопотенциалом Кельбга (кривая 6). Видно, что с выбранными значения
ми 𝑠0 и 𝑈0 результаты для Re 𝜈(𝜔) хорошо совпадают в низкочастотной области
𝜔 ≲ 𝜔p, хотя для высокочастотной области наблюдаются заметные отличия. Вы
бранное значение 𝑈0/𝑘B𝑇 = −5 оказалось, очевидно, завешенным по модулю, в
результате чего распределение ширин пакетов для метода ограничения по энергии
оказалось слишком узким. Таким образом, данный способ определения парамет
ра 𝑈0, по-видимому, не вполне корректен, хотя в целом метод ограничения по
энергии подтвердил свою эффективность.

5.1.3. Использование отражающих граничных условий

Как было показано в предыдущем подразделе, проблема неограниченного
возрастания ширины волновых пакетов может быть решена несколькими способа
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ми, однако все они так или иначе подразумевают использование дополнительных
параметров, заметно влияющих на результаты моделирования. Напомним, что ис
ходная модель МДВП лишена каких-либо подгоночных параметров, кроме самой
формы волнового пакета, и в этом видится ее существенное преимущество перед
классической МД с использованием псевдопотенциалов.

С другой стороны, расплывание волновых пакетов напрямую связано с ис
пользованием периодических граничных условий, так как формально электрон
вне области сильного взаимодействия с ионами не является локализованным.
Поэтому в данном подразделе мы рассмотрим вопрос применения отражающих
граничных условий, которые естественным образом локализуют волновую функ
цию электрона в определенной области пространства. Отметим, что в отличие от
рассмотренного выше метода ограничения ширины, граничные условия в данном
случае вводятся для всей волновой функции, то есть в оператор энергии (5.1) до
бавляется соответствующая энергия𝑈ext взаимодействия электронов со стенками.

Несмотря на некоторую искусственность данной модели, она представля
ет интерес не только как технический прием ограничения ширины пакетов для
моделирования однородной плазмы, но и в качестве основы для моделирования
наноразмерных систем, в которых частицы удерживаются в некотором объеме
внешним полем. Примерами таких систем являются кластерная наноплазма, рас
смотренная в главе 4, или плазма внутри трека тяжелого иона, рассмотренная
в разделе 3.3, где электроны удерживаются в сферической или цилиндрической
области полем ионизованных ионов.

Отражающие граничные условия для классической МД были подробно рас
смотрены в раздел 2.4. Для проверки влияния граничных условий на распределе
ние волновых пактов, рассмотрим для начала модельную задачу о распределении
нескольких взаимодействующих волновых пакетов в простом ограничивающем
потенциале — гармонической ловушке (2.33). Энергия взаимодействия пакетов
со стенкой определяется в этом случае как 𝑈ext = ⟨Ψ|𝑉wall|Ψ⟩, где 𝑉wall имеет
вид (2.33) для каждой из осей. В случае гауссовского волнового пакета матричные
элементы ⟨𝜙𝑘|𝑉wall|𝜙𝑙⟩ могут быть вычислены аналитически.

Следует отметить, что при 𝐿 = 0 указанная модельная система представляет
собой ансамбль фермионов в поле гармонического осциллятора, для которого из
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вестны аналитические решения. Напротив, при больших значения 𝐿 и достаточно
резкой границе ячейки данная система моделирует однородный электронный газ,
для которого также существуют аналитические модели.

В тестовых расчетах использовалась система нескольких волновых пакетов в
потенциальной ловушке разной пространственной размерности. Ионы в системе
отсутствовали, а заряд для волновых пакетов 𝑞e, определяющий взаимодействие
частиц, варьировался. Модель позволяет выбирать свойства квантовой симметрии
частиц: различимые частицы описываются методом МДВП в приближении Харт
ри (1.42), фермионы — методом МДВПА в приближении Хартри-Фока (1.46).

Распределения суммарной плотности ⟨Ψ|Ψ⟩ в ограниченной трехмерной си
стеме из четырех пакетов для каждого из указанных типов статистики приведены
на рисунке 5.7. Распределения приведены вдоль оси 𝑥, проинтегрированы по осям
𝑦 и 𝑧, а также усреднены по времени. Параметр ограничивающего потенциала
выбран таким образом, что энергия основного состояния для одного волнового
пакета в ловушке составляет 11.43 эВ (в модельном атоме водорода эта энергия
равна 11.55 эВ), заряд одного пакета составлял 𝑞e = 0.2𝑒. Из рисунка видно, что
во всех случаях частицы локализованы, однако для приближения Хартри присут
ствует только один максимум плотности в центре, а для приближения Хартри–
Фока обменное взаимодействие приводит к расталкиванию частиц и фактической
кристаллизации системы (рисунок 5.7б). Здесь также видно, что особенностью
применения граничных условий в методе МДВП является более плавное спадание
средней электронной плотности при приближении к отражающей границе ячейки,
т.е. ширина приповерхностного слоя оказывается большей, чем для классической
МД (см. для сравнения рисунок 2.16). Это вполне объяснимо, так как волновой
пакет имеет ненулевую ширину и испытывает воздействие потенциала стенки на
расстоянии порядка 𝑠 от границы ячейки по сравнению с точечной частицей вМД,
на которую потенциал стенки действует только при ее выходе за границу.

На рисунке 5.8 показаны средние числа заполнения уровней квантового од
номерного осциллятора для системы 4-х волновых пакетов с различной статисти
кой. Энергия взаимодействия между электронами выбиралась малой 𝑞e = 0.04𝑒

для обеспечения вывода системы на равновесие без сильного изменения собствен
ных состояний в ограничивающем потенциале. Расчет проводился как алгоритмом
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Рис. 5.7. Ограничивающий потенциал 𝑉wall (пунктир, правая ось) и среднее распределение элек
тронной плотности вдоль оси 𝑥 для системы из 4-х волновых пакетов для различного типа ста
тистики (левая ось): синяя линия — метод Хартри ΨHartree, черная линия — метод Хартри-Фока
ΨUHF. На рисунке (a) использован гармонический потенциал (𝐿 = 0), на рисунке (б) — потенциал
с плато в центре ячейки (𝐿 = 4 Å).

динамики пакетов, так и методом Монте-Карло (МКВП).
Приведенные результаты показывают, что для ограниченных систем методы

МДВП/МДВПА хорошо воспроизводят термодинамику и квантово-статистиче
ские свойства системы фермионов, таким образом, использованный тип гранич
ных условий может применяться для ограничения расплывания волновых пакетов
в плазме. При этом необходимо учитывать влияние граничных условий, как это
было сделано для метода классической МД (см. раздел 2.4).

Обратимся теперь к результатам для водородной плазмы. На рисунке 5.9 по
казаны примеры установившегося профиля электронной плотности, полученного
усреднением по времени для равновесной траектории, в системах с различной
средней концентрацией и числом электронов. Данные результаты получены моди
фицированным методом МДВП-ФП, о котором пойдет речь в разделе 5.3, однако
принципиального отличия между МДВП-ФП и МДВП в отношении влияния гра
ничных условий нет, и данные результаты являются общими для всего семейства
методов МДВП.

Из рисунка 5.9а видно, что при относительно малых значениях 𝑛e в центре
ячейки находится пространственно однородный слой плазмы.Ширина приповерх
ностного слоя остается практически постоянной при изменении размеров систе
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Рис. 5.8. Средние числа заполнения уровней квантового одномерного осциллятора для системы
из 4-х волновых пакетов при температуре 𝑇 = 20 эВ: кружки — метод МДВП, квадраты — метод
МДВПА, сплошная синяя линия—распределение Гаусса, сплошная синяя линия—распределения
Ферми для системы дискретных уровней осциллятора, фиолетовая пунктирная линия — тоже для
непрерывного спектра, красная пунктирная линия — МДВПА для неограниченной системы.

мы, однако в отличие от классической МД этот слой, как было отмечено выше,
занимает значительную часть ячейки. Таким образом, для получения однородного
слоя плазмы в МДВП требуется большее число частиц в ячейке. Другое след
ствие этого эффекта заключается в том, что при малом размере системы плазма
в центре ячейки сжимается под давлением приповерхностного слоя и средняя
концентрация электронов в центральной области оказывается зависящей от пол
ного числа частиц 𝑁e. Предполагаемое среднее значение концентрации 𝑁e/𝐿

3

достигается лишь в пределе 𝑁e → ∞ (для классической МД этот эффект также
присутствует, но он незначителен). Впрочем, для интерпретации результатов мо
делирования изменение фактической концентрации электронов не представляет
серьезной проблемы, если эту величину можно измерить и учитывать наравне с
другими выходными характеристиками плазмы.

На рисунке 5.9б показан пример той же системы при значительно большей
концентрации зарядов. Поскольку в методе МДВП-ФП учитывается обменное
взаимодействие, то, как в случае с модельной системой фермионов в ловушке (ри
сунок 5.7б), здесь присутствуют осцилляции электронной плотности. В остальном
влияние приповерхностного слоя на профиль электронной плотности остается тем
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Рис. 5.9. Распределение концентрации плотности вдоль оси 𝑥 при моделировании неидеальной
плазмы водорода со средней концентрацией электронов (а) 𝑛e = 1021 см−3, (б) 𝑛e = 4.22 ·1024 см−3

методом МДВП-ФП. Линиями различного цвета показаны результаты для разного числа электро
нов 𝑁e в ячейке (значения 𝑁e указаны на графике); 𝑍 = 1, 𝑇 = 3 · 104 К.

же. Зависимость результатов моделирования от параметра отражающего потенци
ала 𝑘 и выбор оптимальных значений этого параметра обсуждаются в [538].

5.2. Повышение точности представления волновых функций
для связанных состояний электронов и ионов

5.2.1. Представление волновой функции электрона с помощью нескольких
волновых пакетов

Оригинальная версия метода МДВП базируется на параметризации одно
электронной волновой функции одним гауссовым волновым пакетом (1.41). Этот
метод, как было показано в подразделе 5.1.1, позволяет описывать связанные со
стояния электронов и ионов, однако точность такого описания квантовых систем
невысока. Энергия основного состояния модельного атома водорода, как отмеча
лось в разделе (1.3.6), составляет−11.55 эВ вместо−13.61 эВ, то же относится и к
другим атомам и молекулам. При этом гауссовская форма волнового пакета очень
удобна тем, что большинство интегралов для матричных элементов, в том чис
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ле для кулоновского взаимодействия, вычисляется аналитически (см., например,
выражения (5.5) – (5.6)).

Повысить точность параметризации волновой функции электрона можно,
используя линейную комбинацию из нескольких гауссовых волновых пакетов

𝜑𝑘(x) = 𝑛
−1/2
𝑘

𝑀𝑘∑︁
𝛼=1

𝑐𝑘𝛼 𝜙𝑘𝛼(x),

𝜙𝑘𝛼(x) =

(︂
3

2𝜋𝑠2𝑘𝛼

)︂3/4

exp

[︂
−
(︂

3

4𝑠2𝑘𝛼
− 𝑖𝑝𝑠,𝑘𝛼

2ℏ𝑠𝑘𝛼

)︂
(x− r𝑘𝛼)

2

+
𝑖

ℏ
p𝑘𝛼 · (x− r𝑘𝛼)

]︂
, (5.8)

где 𝑘— номер электрона, 𝛼— номер волнового пакета,𝑀𝑘 – количество пакетов
на электрон. В дополнение к набору параметров для исходной версии МДВП (r𝑘𝛼,
p𝑘𝛼, 𝑠𝑘𝛼 𝑝𝑠,𝑘𝛼) здесь в качестве варьируемых величин добавляются также коэффи
циенты 𝑐𝑘𝛼. Нормировка волновой функции для каждого электрона обеспечивает
ся множителем 𝑛𝑘 =

∑︀
𝛼,𝛽 𝑐

*
𝑘𝛼𝑐𝑘𝛽𝑜𝑘𝛼𝑘𝛽, где 𝑜𝑘𝛼𝑘𝛽 = ⟨𝜙𝑘𝛼|𝜙𝑘𝛽⟩— элемент матрицы

перекрытий. Исходная формулировка этого метода принадлежит И.А. Валуеву.
В дальнейшем мы будем называть эту модификацию методом молекуляр

ной динамики с расщепленным волновыми пакетами (МДРВП). К сожалению, в
отличие от исходной формы волновой функции (1.41), где нормировка 𝜑𝑘(x) со
храняется при любом значении параметров пакета, в методе МДРВП, как и в
МДВПА, для обеспечения нормировки необходимо вычисление норм-матрицы,
поэтому уравнения эволюции параметров пакетов (аналог уравнений движения)
вместо простой симплектической формы (1.44) принимают вид (1.48). С увеличе
нием числа пакетов на электрон возрастает и число параметров волновойфункции,
что приводит к увеличению норм-матрицы, поэтому этот метод является вычисли
тельно более сложным, чем исходный МДВП. Тем не менее, в некоторых случаях
его применение может быть оправдано.

Как и в случае исходного метода МДВП гауссова форма волновых пакетов
помогает получить аналитические выражения для матричных элементов гамиль
тониана (5.2). Для кинетической энергии электронов и электрон–ионного взаимо
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действия имеем

𝑡e𝑘𝑙 + 𝑣ei𝑘𝑙 = ⟨𝜙𝑘|𝐾wpmd
e + 𝑈wpmd

e + 𝑈wpmd
ei |𝜙𝑙⟩

= 𝑛
−1/2
𝑘 𝑛

−1/2
𝑙

∑︁
𝛼,𝛽

𝑐*𝑘𝛼𝑐𝑙𝛽(𝑡
e
𝑘𝛼𝑙𝛽+𝑣

ei
𝑘𝛼𝑙𝛽). (5.9)

Двухчастичный матричный элемент электрон–электронного взаимодействия име
ет вид

𝑣ee𝑘𝑙𝑚𝑛 = ⟨𝜙𝑘𝜙𝑙|𝑈wpmd
ee |𝜙𝑚𝜙𝑛⟩ = (𝑛𝑘𝑛𝑙𝑛𝑚𝑛𝑛)

−1/2
∑︁

𝛼,𝛽,𝛾,𝛿

𝑐*𝑘𝛼𝑐
*
𝑙𝛽𝑐𝑚𝛾𝑐𝑛𝛿𝑣

ee
𝑘𝛼𝑙𝛽𝑚𝛾𝑛𝛿.

(5.10)
Многоэлектронная волновая функция здесь также может быть представлена

как в приближении Хартри, так в приближении Хартри-Фока. Для приближения
Хартри полная энергия системы имеет довольно простой вид

𝐻 =
∑︁
𝑘

(𝑡e𝑘𝑘 + 𝑡ei𝑘𝑘)+
∑︁
𝑘,𝑙

𝑣ee𝑘𝑙𝑘𝑙 +𝐾i + 𝑈ii + 𝑈ext. (5.11)

Норм-матрицаN для метода МДРВП в приближении Хартри имеет блочно–
диагональную, где каждый блок соответствует одному электрону, а размеры блока
определяются количеством волновых пакетов на электрон. Блок норм-матрицы
для 𝑘-го электрона имеет вид

𝑁𝑞𝑘𝛼𝑞𝑘𝛽 = −2ℏ Im
[︁⟨

(𝜑𝑘)
′
𝑞𝑘𝛼
|(𝜑𝑘)′𝑞𝑘𝛽

⟩
−
⟨
(𝜑𝑘)

′
𝑞𝑘𝛼
|𝜑𝑘
⟩⟨

𝜑𝑘|(𝜑𝑘)′𝑞𝑘𝛽
⟩]︁
, (5.12)

где производные по параметрам волновых пакетов (𝜑𝑘)
′
𝑞𝑘𝛼

, как и производные
энергии 𝜕𝐻/𝜕q могут быть вычислены аналитически. Мы не приводим здесь эти
выражения из-за их громоздкости.
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В случае приближения Хартри-Фока полная энергия имеет вид

𝐻 =
∑︁

same spin (𝑘, 𝑙)

(𝑛𝑘𝑛𝑙)
− 1

2𝑦𝑘𝑙
∑︁
𝛼,𝛽

(𝑐*𝑘𝛼𝑜𝑘𝛼𝑙𝛽𝑐𝑙𝛽)(𝑡
e
𝑘𝛼𝑙𝛽 + 𝑣ei𝑘𝛼𝑙𝛽)

+
∑︁

same spin (𝑘, 𝑚),
same spin (𝑙, 𝑛)

(𝑛𝑘𝑛𝑙𝑛𝑚𝑛𝑛)
− 1

2𝑦𝑚𝑘𝑦𝑛𝑙
∑︁

𝛼,𝛽,𝛾,𝛿

(𝑐*𝑘𝛼𝑜𝑘𝛼𝑚𝛾𝑐𝑚𝛾)(𝑐
*
𝑙𝛽𝑜𝑙𝛽𝑛𝛿𝑐𝑛𝛿)𝑣

ee
𝑘𝛼𝑙𝛽𝑚𝛾𝑛𝛿

−
∑︁
same spin

(𝑘, 𝑙, 𝑚, 𝑛)

(𝑛𝑘𝑛𝑙𝑛𝑚𝑛𝑛)
− 1

2𝑦𝑚𝑙𝑦𝑛𝑘
∑︁

𝛼,𝛽,𝛾,𝛿

(𝑐*𝑘𝛼𝑜𝑘𝛼𝑚𝛾𝑐𝑚𝛾)(𝑐
*
𝑙𝛽𝑜𝑙𝛽𝑛𝛿𝑐𝑛𝛿)𝑣

ee
𝑘𝛼𝑙𝛽𝑚𝛾𝑛𝛿

+𝐾i + 𝑈ii + 𝑈ext, (5.13)

где 𝑦𝑘𝑙 — элементы матрицы Y, представляющей собой обратную матрицу пе
рекрытий Y = O−1, 𝑂𝑘𝑙 =

∑︀
𝛼,𝛽 𝑐

*
𝑘𝛼𝑜𝑘𝛼𝑙𝛽𝑐𝑙𝛽. Матрицы Y и O рассчитывается

отдельно для всех электронов с проекцией спина вверх и всех электронов с про
екцией спина вниз. Норм-матрица в приближении Хартри-Фока уже не является
блок-диагональной.

5.2.2. Энергии основного состояния атомов водорода и гелия

Простейшим примером, демонстрирующим возможности метода МДРВП,
является расчет энергий основного состояния простейших атомов — водорода
и гелия. На рисунке 5.10а показано, как разница между рассчитанным и точным
значением энергии основного состояния для атома водорода экспоненциально
убывает с ростом числа волновых пакетов на электрон 𝑁wp. Если для обычной
МДВП (𝑁wp = 1) эта разница составляет 2.06 эВ, то уже для МДРВП с 𝑁wp = 3

она снижается до 0.08 эВ, что составляет всего 0.6 % от точного значения.
Энергия основного состояния атома гелия в пара (1s2, 𝑆 = 0) и орто (1s2s,

𝑆 = 1) состояниях вычислялась методом МДРВП в приближении Хартри-Фока
с разнонаправленными и сонаправленными проекциями спина электронов, соот
ветственно (рисунок 5.10б). Найденные значения составили−77.87 эВ и−58.8 эВ
для 𝑁wp ⩾ 5, что находится в пределах 1.5% от известных экспериментальных
значений. Таким образом, оба варианта методаМДРВП дают хорошую сходимость
для энергии основных состояний атомов по числу волновых пакетов на электрон.
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Рис. 5.10. (а) Разница между рассчитанной энергией основного состояния атома водорода и ее
точным значением в зависимости от числа волновых пакетов на электрон. На вставке показаны
относительные амплитуды и ширины волновых пакетов для 𝑁wp = 3. (б) Энергии основного со
стояния пара- и ортогелия (нижний и верхний набор точек): треугольники и кружки— результаты
расчета методом МДРВП, сплошные линии — экспериментальные данные, пунктирная линия —
аналитическое значение в приближении Хартри-Фока.

5.2.3. Моделирование туннельной ионизации атома водорода коротким
лазерным импульсом

Для проверки возможностей моделирования динамики электрона, представ
ленного несколькими волновыми пакетами, была рассмотрена задача ионизации
атома водорода под действием фемтосекундного лазерного импульса. Для сравне
ния были использованы результаты работы [550], в которой вероятность иониза
ции этого атома вычислялась двумя способами: путем численного интегрирования
временного уравнения Шредингера и с помощью метода Монте-Карло для клас
сических траекторий (МККТ). Электрическое поле линейно поляризованного им
пульса задавалось как𝐸𝑥(𝑡) = 𝐸0 sin

2[𝜋𝑡/(2𝜏L)] cos(𝜔L𝑡), где𝐸0—амплитуда поля,
2𝜏L —длительность импульса, 𝜔L —частота лазерного поля. Результаты [550] для
скорости ионизации показаны на рисунке 5.11а для двух интенсивностей импуль
са: 𝐸0 = 0.33 ат.ед. (квадраты) и 𝐸0 = 0.05 ат.ед. (ромбы)

В данной работе мы повторили расчеты методом МККТ из [550] для обоих
значений амплитуды импульса (квадраты и ромбы на рисунке 5.11а). Результаты
МККТ для большей амплитуды ближе к соответствующим квантово-механиче
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Рис. 5.11. (а) Вероятность ионизации атома водорода в зависимости от длины лазерного импульса
для двух различных интенсивностей: 𝐸0 = 0.33 ат.ед. (верхний набор точек) и 𝐸0 = 0.05 ат.ед.
(нижний набор точек). Крестики и звездочки, соединенные сплошными линиями — результаты
численного решения уравнения Шредингера [550], квадратики и ромбы, соединенные пунктир
ными линиями — расчет методом МККТ (данная работа), треугольники и кружки — результат
метода МДРВП для 𝑁wp = 5, пятиконечные звезды — то же для 𝑁wp = 5. (б) Мгновенное зна
чение вероятности ионизации 𝑤 (левая ось ординат) и числа связанных волновых пакетов 𝑁b

(правая ось ординат) в зависимости от времени в методе МДРВП для импульса с параметрами
𝜏L = 50 ат.ед. = 1.2 фс, 𝐸0 = 0.05 ат.ед.

ским расчетам. Для малой амплитуды МККТ дает заниженные скорости иониза
ции из-за того, что в нем не учитывается туннельная ионизация.

При моделировании методом МДРВП атом водорода, изначально находив
шийся в основном состоянии, подвергался воздействию лазерного импульса путем
задания внешнего электрического поля �̂�ext = 𝐸𝑥(𝑡)�̂� в (5.2). Эволюция во вре
мени основных параметров волновых пакетов для модельной системы с 𝑁wp = 5

показана на рисунке 5.12. Видно, что ширины трех из пяти волновых пакетов
начинают быстро расти, аналогично случаю расплывания пакета для свободного
электрона (см. подраздел 5.1.1). Центры этих пакетов удаляются от иона, в отли
чие от двух других пакетов, которые остаются связанными с ионом. Координаты
и ширины пакетов, связанных с ионом, начинают осциллировать.

Для того, чтобы различить свободные и связанные волновые пакеты, можно
найти полную энергию каждого из них 𝐸𝛼 (рисунок 5.12в) и считать пакеты с от
рицательной энергией связанными. При этом волновая функция электрона может
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быть условно разделена на свободную и связанную части следующим образом:

Ψ = Ψbound +Ψfree =
∑︁

𝛼: 𝐸𝛼≥0

𝑐𝛼𝜙𝛼 +
∑︁

𝛼: 𝐸𝛼<0

𝑐𝛼𝜙𝛼. (5.14)

0 1 2 3 4 5
-2

-1

0

1

2

1
2

3

4

5

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

5

1

2

3

4

5

0 2 4 6

-8

-4

0

4

1

2

3

4

5

t, фсt, фсt, фс

x
a
, Å s

a
, Å E

a
, эВ(б)(а) (в)

Рис. 5.12. Зависимость параметров волновых пакетов, принадлежащих одному электрону, от вре
мени под действием лазерного импульса: (a) расстояние от центра волнового пакета до иона,
(б) ширина пакета, (в) полная энергия пакета. Номера пакетов указаны на кривых. Параметры
лазерного импульса: 𝜏L = 1.2 фс, 𝐸0 = 0.05 ат.ед.

Вероятность ионизации атома 𝑤(𝑡) может быть определена как отноше
ние норм для волновых функций свободных и всех волновых пакетов 𝑤(𝑡) =

⟨Ψfree(𝑡)|Ψfree(𝑡)⟩/⟨Ψ(𝑡)|Ψ(𝑡)⟩. Зависимость этой величины от времени показана
на рисунке 5.11б (левая ось). Если проследить за динамикой волновых пакетов в
течении достаточно большого промежутка времени, превышающего длительность
лазерного импульса (в данном случае ∼ 70 фс), то перекрытие свободной и свя
занной частей волновой функции начинает стремиться к нулю, а функция 𝑤(𝑡)
выходит на постоянное значение. Эти предельные значения 𝑤 и представлены на
рисунке 5.12а в качестве вероятности ионизации, определенной методомМДРВП.

В некоторых случаях энергии нескольких пакетов продолжают осциллиро
вать вокруг нуля после завершения действия импульса. Это вызывает осцилляции
числа связанных пакетов𝑁b, показанные на рисунке 5.12б (правая ось) и приводит
к некоторой статистической ошибке при определении𝑤. Данная ошибка показана
на рисунке 5.12а с помощью планок погрешностей.

Как видно из рисунка 5.12а, метод МДРВП существенно увеличивает точ
ность моделирования скорости ионизации для малой амплитуды импульса по



215

сравнению с классическим методом МККТ. Результаты для коротких импуль
сов (𝜏L < 2 фс) находятся в хорошем согласии с численным решением уравнения
Шредингера (крестики). Для более длинных импульсов наблюдается значительное
отклонение, вызванное тем, что число связанных пакетов быстро падает до значе
ния 𝑁b = 1 уже в процессе ионизации. При этом получившееся локализованное
состояние оказывается представленным недостаточно точно для дальнейшей ди
намики. Та же проблема проявляется при описании очень маленьких скоростей
ионизации малым числом 𝑁wp, когда ни один из существующих пакетов не мо
жет ионизоваться, что приводит к ошибочному результату 𝑤 = 0. Скорее всего,
эти проблемы метода могут быть частично устранены введением более точно
го критерия ионизации, основанного на квантовой проекции волновой функции.
За исключением описанных случаев, результаты расчетов показывают, что метод
МДРВП дает адекватную модель ионизации связанного электрона фемтосекунд
ным лазерным импульсом, хорошо описывая туннельный эффект в отличие от
классического метода МККТ.

5.2.4. Моделирование рассеяния электрона на ансамбле притягивающих
центров

Рассмотрим еще одну задачу, иллюстрирующую возможности метода
МДРВП. В задаче рассматривается один электрон, представленный нескольки
ми волновыми пакетами, движущийся в периодической ячейке, содержащий 500
протонов (притягивающих центров). Присутствие других электронов в плаз
ме учитывалось введением экранировки потенциала ионов, т.е. заменой куло
новского потенциала электрон-ионного взаимодействия на потенциал Юкавы
𝑉 Yu
ei = 𝑒2 exp(−𝑟/𝑟scr)/𝑟 с радиусом экранирования 𝑟scr = 1 Å. Положения прото

нов в ячейке определялись на основе предварительного классического МД моде
лирования равновесной водородной плазмы с температурой 𝑇 = 50 эВ и концен
трацией ионов 𝑛i = 1024 см−3 (Γ = 0.46, 𝜃 = 1.37).

Изначально электрон помещался в центр моделируемой ячейки, а его волно
вая функция соответствовала гауссовскому волновому пакету с шириной 1.732 Å.
Далее электрону придавался импульс вдоль положительного направления оси 𝑥,
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соответствующий кинетической энергии 8.8 эВ, и моделировалось движение элек
трона в среде неподвижных ионов методомМДРВП. Проекция волновой функции
на плоскость 𝑋𝑌 с интегрированием по оси 𝑧 приведена на рисунке 5.13 в мо
менты времени 𝑡 = 0 и 𝑡 = 5 · 10−17 с (зеленые линии уровня). В данном расчете
использовались пять волновых пакетов на электрон. Для сравнения приведен рас
чет динамики волновой функции электрона из идентичного начального состояния
с помощью более точного метода численного решения уравненияШренидгера (ме
тода оператора расщеплени, split operator Fourier transform, SOFT) [551] и метода
вигнеровских тракеторий [552]. Расчеты с применением последних двух методов
проведены П. Грабовским и А. Маркманом.

(а) (б)

Рис. 5.13. Распределение квадрата модуля волновой функции электрона, движущегося в среде
рассеивающих центров (показаны черными точками), в различные моменты времени: (а) 𝑡 = 0,
(б) 𝑡 = 5 · 10−17 с. Зеленые линии различной интенсивности соответствуют уровням 60.7 %
(внутренняя), 13.5 % (промежуточная) и 1.1 % (внешняя) от максимальной амплитуды для метода
МДРВПс𝑁wp = 5, красные линии—тожедля решения уравненияШредингераметодомоператора
расщепления, синие — то же для метода вигнеровских траекторий. Крестиком на рисунке (б)
отмечено начальное положение электрона.

Сравнение результатов расчетов показывает, что профили волновой функ
ции для МДРВП и метода оператора расщепления оказываются близки друг к
другу, тогда как метод вигнеровских траекторий дает достаточно зашумленный
результат. Таким образом, квазиклассический методМДРВП позволяет с хорошей
точностью описывать делокализацию волновой функции и квантовою динамику
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электронов. Точность решения на основе волновых пакетов возрастает с числом
базисных функций, однако, произвол в выборе начального приближения для бази
са и вырождение матрицы нормировки может приводить к некоторым численным
трудностям при увеличении размера базиса.

На этапе выполнения данной работы из-за недостатка вычислительных ре
сурсов не удалось провести полноценное моделирование неидеальной электрон–
ионной плазмы методом МДРВП, однако впоследствии результаты такого типа
были получены в [553] для плазмы водорода при высоких давлениях.

5.3. Расчет обменно-корреляционных эффектов
взаимодействия электронов

5.3.1. Учет обменных эффектов с использованием метода МДВПА

Описанный ранее способ учета многочастичных квантовых эффектов в
МДВП заключается в переходе к приближению Хартри-Фока с антисимметриза
цией волновой функции электронов, имеющих одинаковую проекцию спина (1.46)
(метод МДВПА). Этот метод был предложен в [517] и использован в [522,523] для
моделирования ударно-сжатого водорода. Действительно, с его помощью удалось
расширить область применения МДВП на случай неидеальной плазмы с заметной
степенью вырождения 𝜃 < 1. Для примера на рисунке 5.14 показаны зависимо
сти внутренней энергии 𝐸 = 𝐸tot/𝑁 от концентрации электронов и температуры,
полученные различными методами.

В случае МДВП иМДВПА для вывода системы на равновесие использовался
алгоритм Монте-Карло, дальнейшая траектория рассчитывалась динамическими
вариантами методов. Для сравнения были проведены расчеты методом классиче
ской МД с модифицированным псевдопотенциалом Кельбга (1.18). Длина траек
торий в этих расчетах составляла от 160 фс до 4 пс в зависимости от рассмат
риваемой плотности, число частиц в классической МД: 𝑁 = 𝑁e + 𝑁i = 8192, в
методах МДВП и МДВПА 𝑁 = 512− 1024.

На рисунке также представлены результаты для метода силового поля для
электронов (СПЭ) [525], полученные в данной работе с помощью пакета МД мо
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Рис. 5.14. Средняя внутренняя энергия на частицу для водородной плазмы в зависимости от
концентрации электронов 𝑛e и температуры: (а) 𝑇 = 104 K, (б) 𝑇 = 3 · 104 K, (в) 𝑇 = 5 ·
104 K. Результаты получены различными методами моделирования: треугольники— классическая
МД с псевдопотенциалом Кельбга (1.18), квадраты — МДВП, звездочки — МДВПА, кружки —
МДВП-ФП, плюсы—СПЭ, крестики—МКИТ [142]. Вертикальная пунктирная линия— граница
вырождения 𝜃 = 1, горизонтальная сплошная линия — энергия идеального газа 𝐸 = 3

2
𝑘B𝑇 .

делирования LAMMPS [526, 527]. Этот метод кратко описан в разделе 1.3.6, он
позволяет учесть обменно-корреляционные эффекты на основе псевдопотенци
ального подхода. Результаты, полученныеметодомМДВП-ФП, обсуждаются далее
в разделе 5.3.

Рисунок 5.14 показывает, что общий характер зависимости энергии от кон
центрации является сходным для разных методов — кривые проходят через ми
нимум вблизи 𝑛e ∼ 1023 см−3 и асимптотически стремятся к значению для иде
ального газа при малых плотностях. Исключение составляет лишь метод МДВП,
где эти зависимости имеют монотонный характер без роста энергии при боль
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ших плотностях. При этом кривые, полученные методами МДВП и классической
МД обрываются при некотором значении концентрации, так как расчеты для бо
лее плотных систем приводят к кристаллизации электронов, являющей вычис
лительным артефактом. Как видно из рисунка, учет обменного взаимодействия
в методе МДВПА позволяет получить корректные результаты во всем рассмот
ренном диапазоне концентраций и, в частности, воспроизвести рост энергии при
𝑛e ≳ 1023 см−3, связанный с обменным взаимодействием электронов и наблюдав
шийся в более точных расчетах методом Монте-Карло в терминах интегралов по
траекториям (МКИТ) [142].

Ввиду большей точности расчетыметодомМКИТздесьможно рассматривать
как эталонные. Систематическое расхождение между МДВПА и МКИТ на неко
торое константное значение энергии, по-видимому, связано с различным учетом
вклада связанных состояний, таких как атомы водорода, молекулы и молекуляр
ные ионы. Эти состояния, как было указано ранее, воспроизводятся методами
МДВП и МДВП-ФП, но их энергии не совпадают с точным квантово-механиче
ским результатом при использовании одного волнового пакета на электрон. Более
корректный учет связанных состояний может быть проведен при рассмотрении
электрона в базисе нескольких волновых пакетов. При высоких температурах раз
личие методов в области малых плотностей уменьшается, так как уменьшается и
вклад связанных состояний. Отсутствие точного совпадения между результатами,
полученными МД, МДВП и МДВПА при малых плотностях, связано с недоста
точной точностью усреднения.

Еще один интересный факт, следующий из рисунка 5.14, заключается в том,
что метод классической МД с модифицированным псевдопотенциалом Кельбга
показывает неплохие результаты за формальной границей вырождения, причем
точность полученных этим методом значений энергии даже выше, чем методом
МДВП без антисимметризации. Этот факт уже отмечался в разделе 2.1 при об
суждении статической проводимости (см. рисунок 2.1).

Метод СПЭ является по сути упрощенной версией МДВПА. Он также поз
воляет, в отличие от МДВП и классической МД, проводить расчеты при высоких
плотностях электронов, однако его результаты для энергии оказываются несколь
ко завышенными. Причину этого несложно увидеть на рисунке 5.15, где показан
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фактический потенциал взаимодействия двух электронов с различными комбина
циями проекций спина. Видно, что в методе СПЭ энергия взаимодействия элек
тронов с одинаковой проекцией спина 𝑆 = 1 существенно превышает таковую для
метода МДВПА, то есть имеет место некоторая переоценка обменного взаимо
действия. С учетом того, что при 𝑛e < 1023 см−3 неплохие результаты показывает
классическая МД, обладающая по сравнению с СПЭ большим быстродействием и
лишенная проблем с расплыванием волновых пакетов, целесообразность приме
нения метода СПЭ для моделирования водородной плазмы при этих плотностях
вызывает сомнения. Однако, он может быть очень полезен для моделирования
плазмы из других химических элементов, что подтверждается практикой его при
менения, а также для получения оценочных результатов в области 𝑛e > 1023 см−3,
где он выигрывает по быстродействию у методов МДВПА, МДВП-ФП и МКИТ.
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Рис. 5.15. Эффективный потенциал взаимодействия двух электронов в методе МДВПА (кривые 1,
3) и СПЭ (кривые 2, 4). Результаты получены для электронов с противоположной проекцией спина
𝑆 = 0 (кривые 1, 2) и с одинаковой проекцией спина 𝑆 = 1 (кривые 3, 4).

Несмотря на продемонстрированные преимущества, метод МДВПА имеет
и ряд недостатков: а) учет только только обменных эффектов взаимодействия
электронов, б) высокая вычислительная сложность метода из-за необходимости
вычисления и инвертирования достаточно плотно заполненной норм-матрицы при
решении уравнения (1.48), а также расчета матричных элементов гамильтониана
и их производных.
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Для оценки влияния сложности расчетов на быстродействие было прове
дено исследование, результат которого показан на рисунке 5.16. Здесь следует
отметить, что расчет энергии электрон–электронного взаимодействия в методе
МДВП, вообще говоря, требует четырехкратного суммирования по матричным
элементам 𝑣ee𝑘𝑙𝑚𝑛 (в общем виде сумма задается выражением (5.13), но при ис
пользовании одного волнового пакета на электрон не требуется суммирование
по индексам 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿). Таким образом, время выполнения одного шага по вре
мени должно расти с числом частиц как 𝑡step ∼ 𝑁 4

e . Тем не менее, оптимизация
численного алгоритма позволила (по крайней мере в исследованном диапазоне
параметров) получить асимптотику 𝑡step ∼ 𝑁 2

e , совпадающую с асимптотикой для
МДВП, СПЭ и классической МД. В целом рисунок 5.16 показывает, что различие
в быстродействии методов МДВП иМДВПА составляет от двух до трех порядков
величины, что может быть критичным для ряда задач, требующих большого числа
частиц в системе.
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Рис. 5.16. Зависимость времени выполнения одного шага по времени от числа волновых пакетов
в системе для методов МДВП (треугольники) и МДВПА (кружки) при моделировании плазмы
водорода с параметрами: (а) 𝑇 = 3 · 104 K, 𝑛e = 1.3 · 1021 см−3, Γ = 0.98, 𝜃 = 15.8; (б) 𝑇 = 104 K,
𝑛e = 2 · 1023 см−3, Γ = 5.95, 𝜃 = 0.07.
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5.3.2. Учет обменно-корреляционных эффектов с использованием теории
функционала плотности

В рамках данной работы совместно с И.А. Валуевым и Я. Лавриненко был
предложен еще один метод учета эффектов антисимметризации в методе МДВП,
в котором обменно-кореляционные эффекты рассчитываются на основе теории
функционала плотности (ТФП) по аналогии с квантовой МД, описанной в разде
ле 1.3.4. Для сокращения названия метода мы будем пользоваться аббревиатурой
МДВП-ФП.

В методе МДВП-ФП, как и в МДВПА/СПЭ, электронам изначально при
сваиваются значения проекции спина вверх или вниз, причем, как правило,
𝑁 ↑e = 𝑁 ↓e = 𝑁e/2. Далее внутри расчетной ячейки вводится дополнительная трех
мерная пространственная сетка, и на каждом шаге по времени рассчитываются
сеточные значения суммарной плотности (концентрации) электронов

𝑛↑(r) =

𝑁↑
e∑︁

𝑘=1

𝜙𝑘(r)𝜙
*
𝑘(r) 𝑑r, 𝑛↓(r) =

𝑁↓
e∑︁

𝑘=1

𝜙𝑘(r)𝜙
*
𝑘(r) 𝑑r,

𝑛(r) = 𝑛↑(r) + 𝑛↓(r). (5.15)

Одноэлектронные волновые функции 𝜙𝑘(r) могут быть представлены одним (1.41)
или несколькими (5.8) гауссовскими волновыми пакетами. Приведенные в настоя
щей работе результаты относятся к варианту с одним волновым пакетом на элек
трон, который обеспечивает наиболее высокую скорость работы программы.

На основе значений электронной плотности вычисляется энергия

𝐸a[𝑛] = 𝐸XC[𝑛] + 𝑇s[𝑛]− 𝑇WP + 𝐸self , (5.16)

𝐸X𝐶 [𝑛↑, 𝑛↓] =

∫︁
𝜖X𝐶(𝑛↑, 𝑛↓)𝑛(r) 𝑑r, (5.17)

𝑇s[𝑛] =
3

10
(3𝜋2)2/3

∫︁
𝑛(r)5/3 𝑑r, (5.18)

где 𝐸XC[𝑛]—функционал обменно-кореляционного взаимодействия, 𝑇s[𝑛]— ки
нетическая энергия электронного газа при нулевой температуре, 𝑇WP — полная
энергия невзаимодействующих волновых пакетов в ограничивающемпотенциале в
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приближении Хартри, 𝐸self — дополнительный член для компенсации коррекции
на самодействие в функционале 𝐸XC[𝑛]. Для функционала 𝐸XC[𝑛] использует
ся приближение локальной плотности с учетом спина (LSDA) [460]. В качестве
граничных условий для устранения расплывания волновых пакетов применяются
отражающие стенки.

Энергия 𝐸a является добавкой к полной энергии системы (5.2), а ее произ
водные используются для расчета сил, действующих на частицы в (1.44). Таким
образом, нам удалось учесть обменно-кореляционное взаимодействие, сохранив
достаточно простые уравнения движения для электронов, как и в методе СПЭ, но
при этом точность учета многочастичных квантовых эффектов, как будет пока
зано ниже, оказалась выше. Ценой этого улучшения стала необходимость расчета
сеточных значений электронной плотности (5.15) и функционала (5.17). Однако,
эта часть алгоритма хорошо распараллеливается и может быть эффективно реа
лизована на современных графических ускорителях, которые дают ускорение на
1-2 порядка величины. Полное описание алгоритма и тесты производительности
приведены в [538]. С учетом этого полученный метод показывает более быстро
действие, чем МДВПА, хотя и меньшее, чем в исходный метод МДВП или СПЭ.

В качестве простейшего результата учета обменно-кореляционного взаимо
действия вМДВП-ФПможно привести уточненное значение энергии диссоциации
молекулы водорода. Тогда какметодМДВПсодним волновымпакетомна электрон
дает значение 2.91 эВ, что на 36% отличается от экспериментального значения
4.52 эВ, в методе МДВП-ФП эта энергия составляет 4.23 эВ, что лишь на 5%
отличается от эксперимента.

Результаты моделирования неидеальной плазмы водорода, дейтерия и гелия
методом МДВП-ФП приведены на рисунках 5.17 — 5.19. Во всех случаях ис
пользовались ОГУ, описанные в разделе 5.1.3. Для вывода системы на равновесие
применялся метод Монте-Карло, а последующая траектория рассчитывалась ди
намическим вариантомметода.Методика расчета термодинамических параметров
плазмы, изоэнтропы и ударной адиабаты изложена в [538].

Рисунок 5.17 наглядно показывает влияние обменно-корреляционных эф
фектов при концентрациях электронов 𝑛e > 1022 см−3. В то время как расчеты
методом МДВП дают монотонно убывающую зависимость энергии от концентра
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Рис. 5.17. Средняя внутренняя энергия на частицу для плазмы водорода в зависимости от кон
центрации электронов 𝑛e и температуры 𝑇 (значения указаны на графике): квадраты — расчеты
методом МДВП, треугольники — МДВП-ФП.

ции, результаты дляМДВП-ФПдемонстрируют рост энергии при больших плотно
стях, что полностью согласуется с расчетами методами МКИТ иМДВПА. Данные
результаты показаны также на рисунке 5.14 в сравнении с другими методами моде
лирования. Видно, что точность МДВП-ФП оказывается не хуже более сложного
с вычислительной точки зрения метода МВДПА. За счет высокого быстродей
ствия в МДВП-ФП использовался больший объем статистического усреднения,
что позволило получить более гладкие зависимости.

Экспериментальные данные по ударной адиабате дейтерия, показанные на
рисунке 5.18, подробно обсуждались в разделе 1.1.6. Результаты эксперимен
тов [125,126] не приведены на графиках, так как достоверность их была подверг
нута сомнению во многих последующих работах. На рисунке также представлены
результаты расчетов в рамках химической модели плазмы (см. раздел 1.2.3) и ком
пьютерного моделирования различными вариантами квантового метода МК (см.
раздел 1.3.5), СПЭ, МДВПА и МДВП-ФП.

Рисунок показывает, что результаты, полученные методом МДВПА в рабо
те [523], очень далеко отстоят от массива экспериментальных данных и других
теоретических методов. Причина этого расхождения до конца не понятна, так как
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Рис. 5.18. Ударная адиабата дейтерия: (а) зависимость давления от степени сжатия 𝜌/𝜌0, 𝜌0 =
0.167 г/см3; (б) зависимость температуры от плотности. Экспериментальные данные на рисунке (а):
черные ромбы — [135], зеленые ромбы — [130], голубые ромбы — [136], квадраты — [137]; на
рисунке (б): квадраты — [149], синие звезды — [554], фиолетовые ромбы — [555]; теория и
моделирование на рисунках (а) и (б): синяя линия — химическая модель SAHA-D [326], черные
звездочки и пунктир — МКИТ [474], красные звезды и пунктир — МКИТ [503], треугольники —
квантовый методМК [556], черные крестики и пунктир—МДВПА [523], зеленые кружки—метод
СПЭ (данная работа, расчет по методу [525]), красные кружки — МДВП-ФП (данная работа).
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Рис. 5.19. Зависимость давления от плотности при изоэнтропическом сжатии (а) дейтерия, (б) ге
лия: ромбы — эксперимент [152], квадраты — эксперименты [162, 167–171], сплошные линии —
расчеты по уравнению состояния и модели SAHA-D [170, 171], пунктир — моделирование ме
тодом КМД [171], кружки — моделирование методом МДВП-ФП (данная работа) из различных
начальных условий (показаны на графике).
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расчеты, проведенные методом МДВПА в настоящей работе, в целом неплохо
согласуются, например, с результатами моделирования методом МКИТ (рису
нок 5.14). Возможной причиной систематической ошибки в [523] являлось ис
пользование ограничения ширины волновых пакетов по методу [516] с неверно
подобранным значением параметра 𝑠0. Напомним, что наши расчеты показали су
щественное влияние этого параметра на описание столкновительных процессов в
плазме (см. рисунок 5.3).

Также на рисунке 1.1.6 видно, что метод СПЭ показывает несколько завы
шенные значения сжимаемости дейтерия. Как уже обсуждалось, этот метод имеет
меньшую точность для описания водорода и дейтерия чем МДВПА и МДВП-ФП,
поэтому его целесообразно применять для более тяжелых атомов. Однако, ввиду
его высокого быстродействия, он может быть полезен и для описания, например,
фазовых переходов [528] где количество частиц в системе может играть важное
значение. В этом случае приведенные данные позволяют оценить ошибку, вноси
мую этим методом в расчет давления и энергии. Результаты, полученные методом
квантового Монте-Карло, в целом неплохо согласуются с экспериментальными
данными, при этом метод [556] лучше описывает результаты для давления, а ме
тод МКИТ [503] — данные по температуре.

Показанные на рисунке результаты для МДВП-ФП хорошо воспроизво
дят максимально достигнутую в экспериментах сжимаемость дейтерия 𝜌/𝜌0 =

4.4 ± 0.1 и температуру плазмы, однако имеют систематическое завышение по
давлению в 1.5 − 2 раза относительно данных экспериментов и расчетов с помо
щью квантового МК. Этот эффект может быт связан с недостаточной точностью
использованного обменно-корреляционного функционала или влиянием гранич
ных условий при недостаточном размере расчетной ячейки. Тем не менее, следует
упомянуть, что МДВП-ФП имеет гораздо большее быстродействием, чем методы
квантового МК, а его разработка была нацелена в первую очередь на последую
щее использование для моделирования неравновесных систем и релаксационных
процессов. С учетом этого полученную точностью расчета термодинамических
свойств можно считать вполне удовлетворительной.

На рисунке 5.19 показано сравнение расчетных и экспериментальных дан
ных для изоэнтропы дейтерия и гелия. Результаты МДВП-ФП в целом хорошо
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согласуются с экспериментальными точками [162,167–171], хотя и не описывают
скачок плотности, полученный в [152] и повторно исследованный в [170,171], ко
торый связывается с плазменным фазовым переходом (см. раздел 1.1.6). Следует
отметить, что указанный скачок плотности не наблюдается и в результатах мо
делирования методом КМД, хотя может быть описан моделью SAHA-D, методом
МКИТ и некоторыми другими расчетными методиками.

Преимущество МДВП-ФП в данном случае заключаются в существенно бо
лее быстром методе расчета по сравнению с КДМ. Поскольку с помощью КДМ
достаточно сложно провести моделирование непосредственно процесса изоэн
тропического сжатия, по сложившейся практике сначала рассчитывается набор
сеточных значений внутренней энергии и давления во всей исследуемой области
в зависимости от переменных 𝜌 и 𝑇 , а изоэнтропа определяется путем числен
ного интегрирования уравнения Ферми-Зельдовича [557]. С учетом возможности
совместногомоделирования динамики электронов и ионов вметодеМДВП-ФПдо
ступно прямое моделирование процесса сжатия. Если выбранная скорость сжатия
достаточно мала и не приводит к дополнительному нагреву плазмы в результате
неравновесных процессов (этот фактор можно контролировать в моделировании),
то процесс следует считать изоэнтропическим. Данная методика существенно
ускоряет расчеты, при том что точность полученных результатов, как видно из
рисунка 5.19, не ухудшается.

5.4. Выводы к пятой главе

Результаты, описанные в данной главе, показывают возможность создания
метода атомистического моделирования, пригодного для рассмотрения как рав
новесных, так и неравновесных систем, имеющего при этом более точную, чем в
классической МД модель взаимодействия частиц. В качестве основы был выбран
метод молекулярной динамики с волновыми пакетами, для применения которо
го к задачами моделирования неидеальной электрон–ионной плазмы необходимо
было решить ряд проблем.

В результате проведенных исследований было предложено два варианта ре
шения проблемы неограниченного расширения волновых пакетов со временем
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для электронов вне области сильного взаимодействия. Первый из этих методов
основан на ограничении ширины волновых пакетов при выходе электрона из об
ласти сильного взаимодействия с ближайшим ионом. Этот метод не искажает
динамику частиц при близких столкновениях частиц и обеспечивает приемлемый
результат расчета эффективной частоты столкновений со слабой зависимостью
от параметра модели. Вторым вариантом решения является использование отра
жающих граничных условий. Этот метод не имеет дополнительных параметров,
однако в нем необходим учет приграничного слоя, исследование которого было
предварительно проведено в главе 2 на основе классической МД.

Вторым результатом является создание модификации метода МДВП с
нескольким волновыми пакетами на электрон, позволяющей с произвольной точ
ностью параметризовать волновуюфункцию электрона и обеспечить более точный
учет связанных состояний электронов и ионов. В качестве примера на основе этого
метода рассмотрена туннельная ионизация атома водорода под действием корот
кого лазерного импульса. Ограничения применимости здесь связаны в основном
с вычислительной сложностью.

Для учета обменно-корреляционных эффектов взаимодействия электронов
предложен новый вариант методаМДВП-ФП, основанный на вычислении функци
онала электронной плотности, используемого традиционно в квантовой молеку
лярной динамике. Распределение электронной плотности определяется на основе
параметров волновых пакетов с учетом их спина. Проведено сопоставление ре
зультатов, полученных методамиМПВП,МДВПА, МДВП-ФП и СПЭ. На примере
расчета уравнения состояния водородной плазмы, ударной адиабаты дейтерия, а
также изоэнтропы ударно-сжатых дейтерия и гелия показано, что метод МДВП–
ФП обеспечивает точность расчета термодинамических свойств, сравнимую с ме
тодами квантовогоМонте-Карло и квантовойМД, сохраняя при этом способность
описывать неравновесную динамику электронов.

Результаты данной главы опубликованы в [9, 16, 18, 20, 24–27].
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Заключение

Ввиду того, что эксперименты, позволяющие исследовать столкновительные
и релаксационные свойства неидеальной электрон–ионной плазмы, достаточно
сложны, а наблюдаемые в них величины не всегда могут быть напрямую сопостав
лены с теорией, важнуюроль в развитии и верификации имеющихся теоретических
моделей неидеальной плазмы играет компьютерное моделирование. В частности,
методы атомистического моделирования предоставляет исчерпывающую инфор
мацию о статических и динамических параметрах исследуемой системы.

Как показало проведенное исследование, метод классической МД и создан
ный на его основе метод МДВП, несмотря на простоту формулировки, являются
мощными инструментами для изучения неидеальной плазмы, особенно в области
исследования динамических свойств и релаксационных процессов, поэтому часть
представленной работы была посвящена развитию этих методов. В частности,
были решены следующие задачи:

1. Обоснован переход к длинноволновому пределу при расчете динамической
проводимости неидеальной электрон-ионной плазмы методом классической
МД в случае применения периодических граничных условий.

2. Проведен анализ спектра автокоррелятора тока для системы с отражающими
граничными условиями. Показано, что эти результаты могут использоваться
для расчета продольной проводимости при использовании внутренней обла
сти расчетной ячейки. Исследовано влияние приграничного слоя плазмы на
результаты моделирования в зависимости от размера системы.

3. Разработан метод исследования колебаний электронов в кластерной нано
плазме в рамках классическойМД, использующий анализ пространственно–
разрешенной автокорреляционной функции тока.

4. Предложен способ ограничения ширины волновых пакетов в методе МДВП,
основанный на вычислении энергии взаимодействия электрона с ближайшим
ионом.

5. Рассмотрена модификация методаМДВП с использованием нескольких вол
новых пакетов на электрон для повышения точности описания связанных
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состояний электронов и ионов (МДРВП).

6. Рассмотрена модификация метода МДВП с учетом обменно-корреляцион
ных эффектов взаимодействия электронов на основе формализма электрон
ной плотности (МДВП-ФП), где суммарная электронная плотность опреде
ляется по параметрам волновых пакетов с учетом спина.

На основе указанных методов и последующего теоретического анализа были
получены следующие результаты:

1. Рассчитана статическая и динамическая проводимость неидеальной плазмы
со значением параметра неидеальности 0.1 − 5. Эти данные дополняют и
уточняют предыдущие результаты автора диссертации и других авторов.

2. Определена высокочастотная асимптотика эффективной частоты столкно
вений для модельного псевдопотенциала Кельбга, а также зависимость ре
зультатов от температуры, являющейся параметром данного потенциала.

3. Получены новые данные о статической проводимости, а также эффективной
частоте столкновений неидеальной электрон-ионной плазмы в зависимости
от частоты возмущающего поля и параметров плазмы, дополняющие и уточ
няющие предыдущие результаты автора диссертации и других авторов.

4. Проведено моделирование установления двойного электрического в неиде
альной плазме вблизи поверхности металла в условиях формирования уни
полярной вакуумной дуги. На распределении заряда вблизи поверхности
металла обнаружен неэкспоненциальный участок, размер которого зависит
от параметра неидеальности плазмы. С учетом этого участка была опреде
лена характерная ширина двойного слоя и потенциал поверхности в зави
симости от температуры и плотности плазмы. Для указанных зависимостей
предложены простые полуэмпирические формулы.

5. Проведено моделирование неидеальной плазмы, образованной воздействи
ем одиночного многозарядного иона на конденсированную мишень. В ре
зультате моделирования показано, что к моменту высвечивания наблюдае
мых рентгеновских спектральных линий 10− 100 фс успевает установиться
максвелловское распределение по скоростям для основной части электронов
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плазмы, а термализация части “горячей” электронов происходит на време
нах порядка десятковфемтосекунд.Кроме того, показано, что концентрация
электронов в области ионного трека составляет не менее 85 % от началь
ной, а плавление ионной решетки и рекомбинация электронов происходят
на временах, превышающих 100 фс. Эти результаты позволили построить
корректную модель излучения возбужденных ионов мишени, хорошо согла
сующуюся с экспериментальными данными.

6. Проведено моделирование неидеальной плазмы, образованной воздействи
ем фемтосекундного лазерного импульса на наноразмерные металлические
кластеры, состоящие из 55− 105 атомов. Получены данные о величине уста
новившегося заряда ионизованного наноразмерного кластера в зависимости
от размера кластера, концентрации ионов и температуры электронов. Пока
зано, что заряд кластера в рассмотренной области параметровможно считать
пропорциональным произведению конечной температуры электронов на ра
диус кластера с коэффициентом пропорциональности 0.55± 0.06 (𝑎B эВ)−1.

7. Исследованы колебания электронов в равновесной кластерной наноплазме.
Разработана теоретическая модель коллективных колебаний электронов (по
верхностных плазмонов), хорошо описывающая полученную в МД модели
ровании зависимость частоты этих колебаний от размера кластера. Опреде
леныдекременты затухания для колебанийМииленгмюровскихплазменных
колебаний в зависимости от параметра неидеальности.

8. Проведено сопоставление результатов, полученных методами МПВП,
МДВПА, МДВП-ФП и СПЭ для уравнения состояния неидеальной плаз
мы водорода. На примере расчета ударной адиабаты дейтерия, а также изо
энтропы ударно-сжатых дейтерия и гелия показано, что метод МДВП-ФП
обеспечивает точность расчета термодинамических свойств, сравнимую с
методами квантовых МК и МД, сохраняя при этом способность описывать
неравновесную динамику электронов. В частности, получено значение мак
симальной сжимаемости плазмы дейтерия на ударной адиабате 4.4± 0.1.

Достоверность полученных в работе результатов подтверждается согласием
с имеющимися экспериментальными данными, существующими теоретическими
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моделями и результатами компьютерного моделирования, проведенного с исполь
зованием других методов.

Применение этих результатов лежит в области разработки источников рент
геновских и гамма импульсов, терагерцового излучения, потоков электронов,
ионов и нейтронов на основе лазерной и кластерной плазмы, в том числе для со
здания новых методов рентгеновской диагностики вещества с субпикосекундным
временным разрешением, инициирования ядерных реакций, развития ядернойфо
тоники и методов медицинского исследования; оптимизации методов модифика
ции поверхности фемтосекундными лазерными импульсами для создания нано
объектов и поверхностных наноструктур; предсказания процессов формирования
униполярных вакуумных дуг и защиты микроволновых устройств ввода энергии
в ускорительной технике. Представленные результаты могут быть использованы
для дальнейшего совершенствования теоретических моделей, а также в качестве
входных параметров для моделирования свойств вещества на больших масштабах
методами вычислительной гидродинамики, частиц в ячейке (Particle-in-cell) и др.

Несмотря на большой объем проведенных исследований, не все задачи физи
ки неидеальной электрон-ионной плазмы удается решить в рамках существующих
подходов. Так, например, пока не существует теоретических моделей, полностью
согласующейся с данными компьютерного моделирования, для описания: динами
ческой проводимости и эффективной частоты столкновений в широком диапазоне
частот возмущающего поля, параметров неидеальности и вырождения; профиля
электронного плотности на границе неидеальной плазмы с различной геометрией;
зависимости частот и декрементов затухания поверхностных и объемных плаз
монов для произвольных параметров кластерной наноплазмы. С методической
точки зрения пока не решен вопрос о способе расчета проводимости плазмы в ме
тодах молекулярной динамики с волновыми пакетами, а полученные с помощью
МДВП-ФП термодинамические данные говорят о необходимости использования
более точных функционалов обменно-корреляционного взаимодействия. Эти за
дачи могут и должны стать предметом дальнейших исследований.
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Список сокращений и условных обозначений

АФТ — автокорреляционная функция тока
ГЦК — гранецентрированная кристаллическая решетка
КМД — квантовая молекулярная динамика (QMD)
КМД-ЗВ — квантовая молекулярная динамика c зависимостью состояний

электронов от времени (TD-DFT)
КМД-КТ — квантовая молекулярная динамика для конечной температуры

электронов (FT-DFT)
МД — молекулярная динамика
МДВП — молекулярная динамика с волновыми пакетами (молекулярная

динамика волновых пакетов)
МДВП-ФП — молекулярная динамика волновых пакетов с использованием

теории функционала плотности
МДВПА — молекулярная динамика с антисимметризованными волновыми

пакетами
МДРВП — молекулярная динамика с расщепленным волновыми пакетами
МК — Монте-Карло (метод)
МКВП — Монте-Карло для волновых пакетов (метод)
МКИТ — Монте-Карло в терминах интегралов по траекториям (метод)
МККТ — Монте-Карло для классических траекторий (метод)
ОГУ — отражающие граничные условия
ОЦК — объемноцентрированная кристаллическая решетка
ПГУ — периодические граничные условия
СПЭ — метод силового поля для электронов (eFF)
ТФП — теория функционала плотности (DFT)
LDA — приближение локальной плотности
LSDA — приближение локальной плотности с учетом спина
PIC — метод частиц в ячейке (метод крупных частиц)
TreeMD — метод молекулярной динамики с древовидной структурой хра

нения данных
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