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ОТЗЫВ 

официального оппонента Потехина Александра Юрьевича 

на диссертационную работу Демьянова Георгия Сергеевича  
«Эффективный учёт дальнодействия в моделировании классических и 

квантовых кулоновских систем с помощью усреднённого по углам потенциала 
Эвальда», представленную на соискание учёной степени кандидата 

 физико-математических наук по специальности 1.3.9 – «Физика плазмы». 

Диссертация Демьянова Г.С. посвящена разработке вычислительно эф-
фективного подхода к учёту кулоновского дальнодействия при моделировании 
невырожденных кулоновских систем с периодическими граничными условия-
ми, а также применению этого подхода для расчёта термодинамических и 
структурных свойств однокомпонентной плазмы (ОКП) и невырожденной во-
дородной плазмы. С этой целью использован метод, основанный на усред-
нённом по углам потенциале Эвальда (УУПЭ), который позволил существенно 
упростить вычисление вкладов дальнодействующих сил в типичной задаче 
атомистического моделирования, повысить масштабируемость численных 
расчётов и получать термодинамические свойства плазмы в термодинами-
ческом пределе. В квантово-статистической задаче этот подход дополнен по-
строением высокотемпературной матрицы плотности и эффективных псевдо-
потенциалов с явным учётом дальнодействия и их применением к моделиро-
ванию двухкомпонентной электрон-протонной плазмы.    

Кулоновские системы лежат в основе физических моделей вещества, а их 
численное моделирование востребовано в задачах астрофизики, физики плазмы 
и в смежных областях. Дальнодействующий характер кулоновского взаимодей-
ствия при периодических граничных условиях требует использования спе-
циальных вычислительных приёмов, к которым относится техника Эвальда. Эта 
техника, как и известные альтернативные подходы, высокозатратна в чис-
ленном отношении. К этому добавляются сложности, связанные с квантовыми 
эффектами и проблемой неустойчивости систем разноимённых зарядов при их 
квазиклассическом описании. Поэтому создание численно эффективных и при 
этом достаточно точных алгоритмов расчётов физических свойств кулоновских 
систем является актуальной и практически значимой задачей, решение кото-
рой важно для прогресса теоретических исследований плазмы. 

         Цель работы состояла в создании эффективных методов моделирования 
классических и квантовых кулоновских систем с учётом дальнодействия на 
основе усреднения по углам сумм Эвальда, программной реализации этих 
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методов и их использовании для расчётов энергии, давления и структурных 
свойств ОКП и невырожденной водородной плазмы. 

Научная новизна полученных в диссертации результатов состоит в том, 
что в ней впервые:  

а) осуществлён строгий аналитический вывод усреднённого по углам по-
тенциала Эвальда для одно- и двухкомпонентных кулоновских систем и на его 
основе получены рабочие формулы для потенциальной энергии и давления, в 
том числе необходимые поправки к вириальному выражению в случае 
потенциалов, зависящих от объёма;  

б) построено выражение для потенциальной энергии ОКП при периоди-
ческих граничных условиях с усечённым кулоновским потенциалом и на его 
основе проведено сравнение результатов моделирования методом Монте-Карло 
с различными потенциалами, включая исследование эффектов конечного 
размера и влияния учёта дальнодействия; 

в) построено аналитическое обобщение высокотемпературной кулонов-
ской матрицы плотности и соответствующего псевдопотенциала Кельбга на 
случай явного учёта дальнодействия и предложена схема суммирования 
взаимодействий в представлении интегралов по траекториям в этом случае; эти 
результаты реализованы в виде программного комплекса KelbgLIP; 

г) предложен способ подавления нефизической кластеризации при низ-
ких температурах посредством эффективного учёта принципа Паули через 
модификацию электрон-электронного взаимодействия и на этой основе полу-
чены уравнения состояния и ряд структурных характеристик ОКП и невырож-
денной водородной плазмы, включая степень ионизации последней. 

Достоверность полученных результатов подтверждается корректным ис-
пользованием современного математического аппарата, тщательной верифика-
цией проведённых расчётов и сравнением с известными теоретическими моде-
лями и численными данными. В работе приведены значения расчётных 
параметров и подробно описана методика расчётов, в связи с чем обоснован-
ность результатов не вызывает сомнений. 

Диссертационная работа изложена на 199 страницах машинописного 
текста и состоит из предисловия, списка сокращений и обозначений, введения, 
5 глав, заключения, приложения и списка литературы, включающего 218 
наименований.  

Во введении диссертационной работы обсуждается актуальность, науч-
ная новизна и практическая значимость задач, решаемых в диссертации.  

Первая глава содержит теоретическое рассмотрение классических элек-
тронейтральных кулоновских систем: обсуждаются особенности суммирования 
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взаимодействий по периодическим образам, приводится вывод потенциала 
Эвальда и обсуждаются его математические аспекты. Отдельное место зани-
мает вывод УУПЭ для одно- и двухкомпонентной плазмы, связанные с ним 
выражения для термодинамических величин, а также обсуждение аналитичес-
ких результатов для термодинамики ОКП.  

Рассматриваются вопросы термодинамической согласованности вири-
ального давления в случае потенциала, зависящего от объёма, и подходы к по-
строению выражений для энергии без явного учёта дальнодействия, что важно 
для исследования влияния дальнодействия.   

Во второй главе рассматривается квантово-статистическое описание 
двухкомпонентных систем с помощью матрицы плотности. Обсуждается высо-
котемпературное решение Кельбга и его модификация для учёта кулоновского 
дальнодействия на основе УУПЭ. Анализируются псевдопотенциалы и силы 
для моделирования невырожденной водородной плазмы, включая учёт связан-
ных состояний и обменных эффектов электронов. Дополнительно рассматрива-
ется формулировка термодинамики в представлении интегралов по траектори-
ям. 

В третьей главе изложены алгоритмы и практические детали численного 
моделирования: методы Монте-Карло (в том числе в представлении интегралов 
по траекториям) и молекулярной динамики в каноническом ансамбле, способы 
вычисления энергии и радиальных функций распределения при разных типах 
потенциалов, подходы к оценке статистических погрешностей и процедуры 
экстраполяции к термодинамическому пределу, а также метод расчёта состава 
водородной плазмы.  

В четвёртой главе приводятся и обсуждаются результаты для ОКП: 
выполняется верификация вычислительных схем с УУПЭ, проводится сравни-
тельное изучение зависимостей энергии от числа частиц для различных потен-
циалов (с учётом и без учёта дальнодействия), вычисляется энергия ОКП при 
разных значениях параметра неидеальности Г в термодинамическом пределе. В 
результате с использованием УУПЭ рассчитано уравнение состояния ОКП, ко-
торое находится в согласии с уравнением состояния, рассчитанным ранее 
другими авторами  без использования приближения УУПЭ – в частности, в ра-
ботах Кайоля [38] и ДеВитта и Слэттери [DeWitt & Slattery, Contrib. Plasma 
Phys. 39, 97 (1999); последняя работа в диссертации не упомянута]. Отличие 
энергии ОКП, вычисленной автором в приближении УУПЭ, от результатов этих 
работ находятся в пределах  тысячных долей NkT, где N – число ионов, T – тем-
пература, k – постоянная Больцмана. Это отличие того же порядка, что и раз-
личия результатов указанных работ между собой, а также вероятная погреш-
ность в каждой из них. Тем самым доказана применимость УУПЭ для высоко-
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точных расчётов свойств ОКП. Представляют интерес и методологическую 
ценность также способы и результаты верификации проведённого расчёта, опи-
санные в данной главе. 

В пятой главе приводятся результаты моделирования невырожденной 
водородной плазмы: анализируется слабонеидеальный режим, в том числе с 
помощью интегралов по траекториям, а также оценивается вероятность образо-
вания связанных состояний при моделировании Монте-Карло. Далее рассмат-
риваются расчёты методом молекулярной динамики с учётом конечного 
значения тепловой длины волны де Бройля электронов и производится верифи-
кация метода. Приведены зависимости структурных свойств, степени 
ионизации и состава невырожденной неидеальной плазмы от параметра 
неидеальности, исследована зависимость энергии от числа частиц, дано 
обсуждение условий возникновения нефизических кластеров при низких 
температурах и способов их устранения. Результаты расчётов уравнения 
состояния в термодинамическом пределе представлены в виде таблицы. 

Заключение отражает основные результаты работы.   

Приложение А содержит описание разработанной программы KelbgLIP. 

Замечания к диссертационной работе Демьянова Г.С. 

1. В разделе 1.1.3 автор резко критикует способ устранения дипольного сла-
гаемого, предлагавшийся другими авторами и заключающийся в том, 
чтобы рассматривать расчётную область окружённой металлом. Этот 
способ в диссертации назван «абсурдным» на том основании, что, по 
утверждению автора, «изначально рассматривается система зарядов в 
вакууме». Однако для решаемой задачи изначально допустимо любое 
окружение рассматриваемой системы, не обязательно вакуум. Действи-
тельно, искомый конечный результат – это термодинамический предел, в 
котором объём системы обращается в бесконечность. В этом пределе 
вопрос о том, что находится вне системы – вакуум или металл, – стано-
вится схоластическим. Поэтому для поиска энергии в термодинами-
ческом пределе погружение системы в вакуум, металл или какую-либо 
иную среду равноправны по физическому смыслу. Различие же результа-
тов отражает как раз подробно обсуждаемую автором условную сходи-
мость ряда, через который выражается энергия в этом пределе.  

2. На с.75 диссертации разложение энергии ОКП при малых Г, опублико-
ванное Ортнером [71], названо «самым продвинутым на сегодняшний 
день», хотя автору известна статья Кайоля и Жиль [72], в которой пока-
зано, что коэффициенты членов разложения, включающих множитель Г6, 
в статье Ортнера [71] ошибочны. При Г < 0.1 формула Ортнера даёт 
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практически тот же результат, что и формула Коэна и Мёрфи 1969 года 
[70], а с увеличением Г формула Коэна и Мёрфи становится предпочти-
тельнее: её отличие от точных значений не превышает 0.001NkT  при всех 
Г < 0.4, тогда как ошибка формулы Ортнера находится в этих границах 
исключительно при Г  < 0.25. 

3. Наряду с общепринятой формой аналитической аппроксимации для 
зависимости неидеальной составляющей энергии ОКП от параметра 
кулоновской связи Г, которая выражается формулой (4.3), с неясной 
целью приводится и подробно обсуждается устаревшая аппроксимация 
(4.2), заведомо неприменимая при малых Г. Более того, в ряде мест эта 
устаревшая формула используется автором как основная. Так. на с.140 
диссертации написано: «для определения уравнения состояния ОКП 
достаточно знать зависимость (4.2)», – тогда как эта зависимость даёт 
расходимость при малых Г. 

4. Набор коэффициентов, предложенный автором для аналитической зави-
симости (4.3), приходится признать неудачным. Хотя такая аппроксима-
ция воспроизводит численные результаты автора, опубликованные им в 
работе [206], с ничтожной погрешностью, не превышающей 0.0001NkT, 
но в промежутках между теми значениями Г, при которых автор прово-
дил расчёты, ошибка возрастает в десятки и сотни раз, превышая 0.01NkT 
при Г ~ 4. В то же время коэффициенты аппроксимации (4.3), предложен-
ные ранее в статье [137] для описания вышеупомянутых результатов 
ДеВитта и Слэттери (1999), обеспечивают удержание погрешности в 
пределах ≈ 0.002NkT  при любых Г также и по отношению к численным 
результатам [206] автора диссертации. Это естественно, так как числен-
ные результаты автора отлично согласуются с результатами ДеВитта и 
Слэттери, которые он проигнорировал. 

5. Пункт 2 раздела «Научная и практическая значимость» сформулирован 
следующим образом: «Полученное в работе уравнение состояния ОКП 
может быть использовано для астрофизических приложений». Это 
утверждение справедливо, но выделять его в отдельный пункт данного 
раздела вряд ли стоило, поскольку полученное уравнение состояния не 
является улучшением известного уравнения состояния ОКП, уже 
четверть века использующегося для приложений, включая 
астрофизические. Во Введении и в главе 4 полученное уравнение 
состояния ОКП названо новым, но оно не отличается от старого в 
пределах погрешностей. 

Сделанные замечания не снижают общей высокой оценки диссертацион-
ной работы Г.С. Демьянова. Работа выполнена на высоком научном уровне. Все 

5 
 




